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les formules intégrales indéterminées ; 
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M L'une dei raiiont prîoctpales qui éloignent 
m ceux qui entrent dans Ici connaiiMucea du 
H vërilable chemin qu'ili doivent luÏTre , eit 
M l'imagination qu'on prend d'abord qne le* 
n bonnes chosea sont inaccessibles , en leur 
w donnant le nom de grandes , haulet, élevées, 
*> sublime*. Cela perd (oui. Je les voudrais 
M nommer bassea , communes , familières n. 
Pascai.. 



«Iusqu'a l'époque où Ârbogast et Lagrange présentèrent , tonr h 
tour , sons un point de vue lout-à-faït nouveau les principes du 
Calcul différentiel , celte branche d'analise n'avait guère été , aux 
yeux de la plupart des ge'omètres, qu'un mystérieux mécanisme, 
Tom, XI12, n.' / , i." juillet iSaa. i 
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3 INTEGRALES 

)iisti[)û seulement par la constante et rigoureuse exactitude des ré- 
sultats qu'on en avuU obtenus, 

Peul-filre n'est-ce point une exagération d'avancer qu'aujourd'hui 
même nous en sommes encore k peu près au même pointa 1 égard 
du Calcul des variations. Du moins , n'est-il pas rire de rencontrer 
dos gëomèlres d'assuz bonne foi pour convenir , sans détour, qu'ils 
cmpluient mécaniquement les procédés de ce calcul , sans être jamais 
parvenus à en bîcii saisir l'esprit ; ce qui doit protinblement tenir 
à ce que, pour nous servir des expressions de d'AIcmbert, Us 
auteurs qui en ont écrit « dédaignant do revenir sur leurs pas , 
» pour faciliter aux autres le chemin qu'ils avaient eu latil de peine à 
» se frayer eux-mêmes , ont préféré la gloire d'augmenter l'édifice 
n au soin d'en éclairer l'entrée ». 

On dit communément que l'objet du calcul des variations est de 
difîérentier sous un point de vue des quantités qui ont déjà élë 
difTérentiées sous un autre ; mais on ne fait pas alieolion que , d'une 
part, dans les applications de ce calcul , on diffcrenlie très-souvent 
sous le nouveau point de vue des équations de condition qui n'ont 
encore subi aucune autre sorte de difîerentiaiion ; et que , d'une 
autre part , dans le calcul différentiel pariiel , on difléreniie sans 
cesse sous un point de vue des fooctlons déjà difFérenilces sous un ou 
plusieurs autres , et qu'«n ea fait de même encore lorsque , dans 
un problème , os a refotrrs à la différenliation des paraniolrej , 
sans qac pour cela on puisse dire que l'on emploie le calcul des 
variations , et sans que l'on songe même aucunement À noter ces 
divers modes de diHereo lia lion par des caractérisiiqucs difTérenics. 

On présente aussi le calcul des variations comme le plus haut 
-degré d'abstraction qae ta science diJ calcul puisse atteindre ; mais 
c'est peut-être là , au contraire , ce qu'on decralt soigneusement 
éviter; attendu qu'une uU'4 pensée ne peut que préoccuper l'esprit 
d'une maniera fi<-WuBe et tout-'a-fail propre à Itii faire -manf^uec 
le but^ en lui faisant chercker trop liairt ce qui est tout-à-fait & 
son Dtreau; noiu eipérons laire voir, en elTet , dans l'écrit que 
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INDÉTERMINÉES. 3 

l'on Ta lire , qu'il o'est aucune des questions de maxima et do 
minima auxquelles il est d'usage d'appliquer le calcul des variations , 
cl pour la solution desquelles ce calcol a été principalement ÎDTcnté, 
qu'on ne puisse traiter d'une manière très-luroineii'se et très-briève , 
par la simple application des procédés -les plus vulgaires do calcul 
différentiel ordinaire , et en ne s'appuyant uniquement que sur la 
théorie des majeima et des minima , dans les fonctions déterminée» 
d'une seule variable •, théorie sur laquelle il ne reste plus aujourd'hui 
le plus léger nuage dans l'esprit de tous ceux qui ont pris la peia« 
de l'étudier dans les bonnes sources (*). 

Bien que tes notations dont nous allons nous servir ne soient pat 
dépourvues d'une certaine élégance , il se pourra fort bien que ceux 
à qui les procédés du calcul des variations sont Tamiliers les trouvent 
moins simples et moins commodes que celles dont ce calcul fait 
usage ; mais il s'agit bien moins ici de notations que de principes ; ' 



(*) On ne conçoit pai par quelle fatalité l'illuitre antear Aa Cahul âtsjonethm , 
■i éminemment clair partout allleuri , débute lui-même , dans Pespoiition des 
principes du calcul dei variations « par uo véritable non-sens. « Soit , dit-il , 
" *C* > une fonction de x «■ de i qui devienne ffCx) , lorsque i'=o n. Il est 
sans doDie bien vrai qu'une fonction de x et de i *e réduit i une ttnpio 
fonction de x , lorsque i devient nul ; maia cette dernière fonction pest-elle 
tire notée par la même caraciérisllque que la première , et peut-on se permettre , 
dani une même question , d'employer la même caractéristique i déligner une 
fonction qui contient deux quantité! distinctes et une autre qui n'en contient 
q.u'une seule î non sans doute. Que répond rions-nous , en effet , à ^uelqu'm 

qui , par exemple > après avoir posé ^=^a), iious demanderait de eonslrulr* 

•HT ce module ^(ja ,h) 7 Fort heureusement celle légère inftdvertance n'a pa« 
nne influence nécessaire sur les développemens qui tiennent à sa suite; mais 
enfin , que veut-on que fasse celui qui , voulant étudier pour la première foi* 
le calcul déa variationa , et ayant pris la résoluiion de ne rien laisser passer 
sans le bien saisit , vient « dii le dâ>ut » se biurter contre un obstacle d* 
celte nature f 
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4 INTEGRALES 

et il est tout simple que , voulant tout déduire du calcul difFe'renliel 
ordinaire , \\ nous faille nous renfermer dans les seules aotatioDS que 
ce calcul puisse nous fournir. Nous ne doutons pas , au surplus . 
que ceux qui auront bien saisi ce qu'on ra lire ne se servent ensuite 
sans aucun embarras des notations du calcul des variations propre- 
prcment dit , dans lesquelles ils ne verront plus dès-lors que de 
simples abréviations. 

Nous pourrions, dès l'abord, présenter la théorie dans toute sa 
généralité -, mais il nous parait convenir beaucoup mieux i notre 
but dt nous élever graduellement des cas les plus simples à ceux 
qui le sont moins. L'obligation où se trouvera ainsi le lecteur 
de revenir k plusieurs reprises sur les mêmes idées, sur les mêmes 
considérations, ne pourra que les lui rendre beaucoup plus familières. 

Bien que ta théorie que nous allons développer puisse être con- 
sidérée comme purement anatiûque , nous ne ferons pas diiBculté 
néanmoins de parler quelquefois le langage de la géométrie ei même 
de ta mécanique , tant parce que cela fait image que parce qu'il 
en résulte plus de clarté et de concision dans le discours. 

s- I- 

. I. Soit V une expreuion de formé connue quelconque, com- ' 
posée de la variable indépendante Jc , d'une fod cation j>- de celle 
variable et des coefliciens différentiel) de celle fonction , jusqu'à 
celui de tel ordre qu'on voudra ; et coosidérons l'intégrale ^ 

/Vds . 

Si la composition de je en x était connue , rien ne serait plus aisé 
que de ramener cette intégrale À la forme /Xdx , ou X serait une 
fonction connoe de s seulement; et alors on pourrait , soit exac- 
tement soit par les séries , exécuter l'îatégralion entre telles limites 
qu'on voudrait. 



, Google 



INDÉTERMINÉES. 5 

Mais on suppose que l'expression de y en a n'est pa; donnée ; 
on suppose qu'elle est l'incooDue du problèine ; et on propose de 
la déterminer par cette condition qu'après la substitution de sa valeur 
et de celles de ses coefficlen» différentiels dans y , l'intégrale /T'd*, 
qui alors aura la forme JXàs , prise entre deux limites donnée* 
quelconques , et sous des candiCions données , compatibles toutefois 
avec la nature du problème, soit plus grande ou plus petite que 
toutes celles qui pourraient réiuller , entre les mêmes limites et sous 
les mêmes conditions , de toute autre valeur^ fonction de f, prisa 
pour y. 

3. Comme nous n'avons ici qu'une seule variable indépendante 
* , il nous sera commode d'employer la notation introduite par 
Lagrange pour les fonctions dérivées} en conséquence « 

y', y". ï"' .'. 

seront constamment les symboles respectifs de 

dw ' dj(» ' d*ï »/•'••••••( 

et> si Y est une autre fouciioa de jr , ■' -. 

y , Y" , Y"* : 

•eront pareillement les symboles [respectifs de 

d* * dSr * dâï* ' ' 

Nous ne recoorreils ainsi aux notations ordinaires du calcul diffé- 
rentiel que pour représenter les coefficîens différentiels partiels, 
dont la nouiion eit trop embarrassée dans le système de Lagraoge. 

Ainsi 
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\if)' \if)' \v)' \iy')' 



seront les coei&cïcns difFtSrentïels qu'on obtient pour la fonction 
y f ia n'y considérant successiremenl que 



r . y. 


r". 


»■'" 


comme yariabies. En confëqùence , 




■ Cf }• i^h 


C^O'- 


(.>)'. 


seront la même chose que 








' d< 


d. 


Pareillement 







/ df y/ f^y ( ^y 1 — \" 

KIT' ' \'r' ) ' \it".J ' V'ir'V 

seront la même chose que 

Kf) ^If) Kf) îÇf) 



et ainsi de suite.. - < 

3. Pour CD revenir pre'senlement à notre problème -, quelle que 
soit U valeur -de y- en ^ qui dott Iç résoudre, on peut toujoar* 
la considérer comme Tordoiutée d'i^oe. certaine courbe dont jr serait 
Vabscissè ; et le problème se réduit Ainsi i trouver cette courbe , 
toïit-ji-rait déterminée . mais encore îoconnue. 
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INDÉTERMINÉES. 7 

Suirnnt donc l'esprit de h, méiho4lc ordiiwirç di maximis et 
minimis , il faut, pour parvenir i l'équalion A* cette «ovfiic , c?l- 
primer qu'elle est telle qiue , pour si peu 411'oB U d^fvjoif.ea 
tout ou en partie « d'une manière arbitraire, et mima discoiUinue 
si Tan veut , l'iniégrale fVAx , toujours prise caire les-n^nies 
limiies et sous les mêmes conditions , deviendra pluf peii(t ^aou le 
cas du maximum , et plus grande dans le cas du minimum. 

4- Conscrroos y, pour le svmbole de l'ordounëe de la courbe 
cherchée ; l'ordonnée correspondanie , dans toutes les autres courbes 
dont il Tient d'étie question , pourra être repre'seatée par la'formule 
générale 

dans laquelle K représente une fonction de j: lout-'a-feit arbitraire, 
continue ou discontinue,, et où i est un nombre abilrait, positif 
ou négatir, si petit qu'on le voudra , sans pourtant élre abtolument 
nul. li est évident , en effet , que , même en se donnant là volonté, 
on pourra encore profiier de l'indétermlnalion de la ' fonction T* 
de manière que cette formule devienne l'ordonnée de telle courbe 
donnée qu'on voudrji , et qn'euuite oD pourra dimlmiet graduelle- 
ment le nombre / , do telle sorte que cette courbe' devienne si 
peu difFérenle de la courbe cherchée qu'on voudra. D'où l'on 
Tuît que , si l'on traçait à la main une courbe auasi TOÎs'me 
de la courbe cherchée qu'on le voudrait , on pourrait toujours 
considérer f+if' cpracie e»pri«i»ii€ Tordpnnéé "âeVeWe- courbez- 
en sorte qu'en supposant iT'&rbitraire et / d'une petitesse 'illiontée, 
la formule y+Zi' exprime l'ordonnée de la totalité des courbes que 
nons devons comparer à !a cont1>e cherdiée. 

'5. fiemdrquons pourtant , avant d'aller plus loin «qn'll se pourrait, 

en verni de* cértaîm;* conditions de la qoestlofl , que ii fonctiôh 

Y ne diit point étrs toot-à-fait aflïitratre , cm- du' moins -né diît 

l'être que sons certaines restrictions : 'c'est , par eXetn^le , ce 'Cftiî 

' arriverait si ta courbe cherchée devait passer pAir dvrâiX ]|>oitt1| demies^ 
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8 INTÉGRALES 

car alors on n'aurait ï loi comparer que les autres courbes qui passe- 
raient par ces deux mêmes points ; mais nous allons Toir bientdl 
qu'on est toujours à temps d'avoir égard ï ces restrictions à la 6n 
du calcul , et que jusqiies-lÀ on peut regarder la fonction arbitraire 
Y comme absolument indéterminée. 

6. Far le changement de y en y+ïY , 



y 

y' 
y" 
y'" 



deriendront respectiTement 



r +'1' 

r' +'y 

y"+;r" 

r"'+'i"" 



£a conséquence, on trouvera , par l'application de la sërie deTaylor 
au développement des fonctions des polynômes , que V doit devenir 

en conséquence , JVàx deviendra 

Afin donc que JV^s^ sent maximum ou minimum , il faudra , 
suivant les principes connus , que le multiplicateur de / soit nul ; 
et alors fVàx sera maximum ou minimum , suivant que le mul- 
tiplicateur de /' sera constamment négatif ou constamment posilij. 
La condition commune au maximum et minimum sera donc ex- 



primée par l'équation 



/ 
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laquelle revient simplement Jt 

7. Cela pose , par la formnle (<ii)'=h('+A^ • ^'^ù ut'^{tuy-'4i^ ; 
on trouve facilement 

(v)-=[(f>I-(^)'-'- 

(^)-=[(^>"H(fM+[(^M-(^r''. 

»••..'*•.. 

Au moyen de qtfoi l'^quaiion (!) devient 

. [(^)-(i^)'^(^T-(^r+-]' ^ 
-^i[(^)-(^7+(^r--> . 

er, tout ce qui suit U premièri ligna do premier nenbre de cette' 
ïoit. Xi/7. a 
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10 II7TÉGRALES 

ëqualton tftant une âérivée exacte, qutlle que «oït T ; t&ndi» qoe 
ceM* fuemièra ligoe, considérée comAc telle , aurait one fonction' 
primiiÎTe qui changerait avec Y , i[ s'ensuit que cette équation ne 
saurait subsister qu'autant que ta premiirc ligoe Ao son premier 
membre sera nulle d'elle-même ; ce qui donne , en divisant pat 
Tarlntraire I', 

5r>-(-5p')+(^>-Cjp;> +~ (M) 

équation en x et jr seulement , qui est coniéquemment l'équalioa 
difFërcntielle de la courbe cbenhée. Son intégration donnera ht 
valeur de y en fonction de x et d'un certain nombre de cons- 
tantes arbitraires , et nous allons voir tout à l'Keute comment ces 
constantes doivent être dëterthinées. 

8. En supprimant donc la première ligne du premier membre 
de l'équation (IF) , et passant ensuite aux foncilcu» primitires , 
il Tiendra 

-[C^)-(^0'+-M(^)-"]-+-- ^^ 

En mettaai dans celte équation pour f sa valeur en s et en cons- 
tantes, déduUe de l'équation (III), les ctoelficiens de Y , T\ Y" 

n'y seront plus que des fonctions de st et de ces mêmes constantes. 

9. Soient a„ et tf , les limitas de l'intég^rale ; c'est-à-dire , sup- 
posons qu'il soit question de rendre maximum- ou minimum l'in- 
tégrale fVàs , prise depuis x=^ao jusqu'i j: = a, ; marquent 
respectivement, des indices- 0.1, les valeurs des diverses quantités 
qui entrent dans l'équation (tV) , lorsqu'on y met pour a les valeurs 
respectives Dg, «,, nous aurons ainsi 
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-'•=[(^).-c^):-Ki^'):--]^--[(^).-(^)>-M(^),->-*- 

d'où en retranchant , 

K(^)-C^)>(^):--3^"-[(f'),-(.^0>-]M(^)-3--| 

équations que nous appetletons à l'avenir ^^ua/i'on tfU;r limites, et 
qui , comaie l'on voit , ue renferme plus , outre les valeurs encore 
indéterniinëeâ de X , Y* , Y" , ..... aux deux extrémités de l'intcgralé, 
que les deux limites a^ , 0. et les constantes introduites par l'in- 
tégration de l'équation (III). 

10. Cela posé « sî aucune cendiiion particulière n'a é lé prescnle 
relativement aux limites , les fonctions 



r, , Y', , IV. 



devront conserver l'indépendance li plus ahsoJue. L'équs^on (V) ne 
pourra donc alors siibsisler qu'autant ^ue les coefHciens de ces 
diverses fonctions seront séparément nuls -, cette équation (Y) se 
partagera donc, dons les suivantes: 



(VI) 
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lesqaeUes seront gJnéralemçQt en même nombre qa« les eODiUBtes 

ïnttoduilo , et serviront à en assigner les râleurs. ^ 

II. Mais si, au contraire , on exige qu'à l'une oa & l'autri 
limites , ou à toutes les deux , il existe , entre y et ses divers 
coefficiens différentiels, une ou plusieurs relations données; Y^ 
toujours indéterminée , ne sera plus dès-lors tout-a-fait arbitraire. 
Représentons , en e/Tet , une de ces équations par 

ffr.r'.r". )=£=o ;" (vii) 

on devra avoir, pour les diverses courbes que l'on considère, 

%+/r. f+W , f'-^iY" , .)=o ; 

on j en développant , 

d'oà en rctrancbant l'équation (VII) et exprimant que l'équation 
résultante a lieu quelque soit/f 

n faudra d'abord substituer dans (VU , VIII) pour y «a valeur 
•n « et en. constantes, déduite de l'équation (III); puis, en sup- 
posant, par exemple, qu'il s'agit de la première limite , mettre 
pour X sa valeur «« , ce qui changera ces équations en celles-ct : 

x.=o. (IX) (^)/.<^)/'.+(.^)/".+...=o.a) 

Pu pourra avoir plusieurs couples de semblables équations, tant 
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pour l'ane que pour l'aulre limites ; et on se servira de (X) et de 
fei aoalogues pour éliminer de (V) te plus grand nombre possible 
des fonctions Y^ , Y', , -I^^oi ■■•■• ^i > ^'i » ^"i »•••" i après quoi 
. on (égalera séparément k zéro les coefGciens de celles qui n'auront 
pas disparu. A U vérltë ,1e nombre des équations qui devaient servir 
i déterminer les constantes se trouvera ainsi réduit; mais toutes les 
équations qu'on aura de moins se trouveront exactement remplace'es 
par re'quation (IX) et ses analogues ; de sorte que cef constantes 
se trouverdot toujours déterminées , et le seront seulement par 
d'autres conditions. 

la. Au surplud , au lieu d'éliminer de l'équation (V) le pltw 
grand nombre possible des fonctions K, , f '« , Y".^ , ..» Y, , Y', » 
Y'*, t ..... au moyen des équaiions de condition telles que (X) , il 
reviendra au même, et il sera peut-être plus élégant de prendre U' 
somme tant de l'équation (V) que des produits ib ces équations de 
condition par des multiplicateurs indéterminés; d'égaler ensuite sé- 
parément k zéro , dans Téquation somme , les coefficicns de toutes 
les fonctions Y,, Y', y Y"^ T., T', , r',, „..„., et d'éli- 
miner enfin les multiplicateurs indéterminés entre lea équatbne 
résultantes. 

i3.mioiis-oous , avant d'aller plus avant, d'éclairôr ces principet 
par un exemple. 

PROBLÈME I. Quelle est la plus courte ligne plane , entre 
deux parallèles données ? 

Solution, Soient pris l'axe des x perpendiculaire et celai àti f ' 
parallèle «ux deux droites données , dont nous aupposeroiu le* ' 
léquatioas 

U question se troarera ainsi réduite \ assigner la valeur de f en 
s qui rend l'intégrale Jis^TÇp» minimum f eotre les 'limites 
*<, et a,. 
]H«us aurons donc id V^^i^f^ , d'oïl 
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(^)'' 






ir\n 



( 



M conséquence , l'^quitîon ^11) deviendra 



(î+y")' ^1- 



U rajon de courbure de la ligne chereliée est donc infini ; eatte 
li|[De est donc une droite ; et l'on peut prendre pour son éqoalioa 

y=Mx^G y d'où y'^JU , y^'s^a ; 

M et G étant des constantes arbitraires. 
L'^uation aux limites sera ici 

d'où l'on Toit d'abord que la constante G , qui n'entre pas dans 
cette équation » demenifera tout-^-Fait arbitraire % ce qui revient À 
d|re qi;e les parties. de,pvallèle» interceptées entre d'antres parallèles 
sont de même longueur. 

Les coefficiens de Y^ et Y^ étant les mêmes , au signe près , 
on oc saurait établir deis condiiions distinctes pour l'une et pour 
l'aqtre limites ; ce qui revient à dire qu'une droite qui coupe des 
parallèles fait avec elles des angips égaux. 

Si aucune condition n'est prescrite pour l'une et l'autre limites 
J'y et Yy devront demeurer tofit-à-falt indépendan» ; on ne pourra 
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àoac ptner T,— r'o = o , l'ëqualion aux limites ne pourra âono 
liibsistef qu'autant qu'on aura M^o ; de sorte que l'équation de 
notre droite se réduira aimpleinent à y^^G , où G demeurera în- 
dëterminë. Cela revient i dire que toutes les perpendiculaires entre 
deux parallèles »ont égales et en mesurent la plus courte distante. 

Supposons qu'on exige qu'aux deux limites de l'intégrale on ait 
respectivement 

69 qui revient i faire passer la ligne cherchée par les deux poinU 
i^ù t^tti» ("il ^t) î 'es équations analogues à (IX) aeroot 

«t. les équationi analogues & (X) 

r.=o , r.=o ; 

ce qui vérifie l'éqûdlîàA aux limites ; les deux autres équationi 
donnent M et G qui , substituées dans l'équation géaërale dû U^ 
ligne cherchée , la font devenir 

et qui revient \ dire que iâ plus court chemin entre deux points 
donnés est ta droite qui joint ces deux points. 

Mais , si Ton demandait la plus court chemin d'un point i une 
courbe ou d'une courbe à une autre , nos méthodes actuelles ne 
seraient pas sufEsantes pour résoudre ces sortes de problèmes; atleoda' 
que les limites <Jo et u, que nous avons essentiellement supposées 
constantes , devraient réellement varier dans ce cas , pour toutes 
les courbes que nous sommes obligés de considérer coocurremment- 
avec la ligne cherchée. Nous verrons plus loin comment an peut 
parer à cet inconvénient. 
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i4. II est des proI>lèmes qui , bien que beaucoup plus compli- 
ques en apparence que celui qui vient de nous occuper , s'y ra- 
mènent pourtant avec la plus grande facilité. Soient U,P,Q,R,,.^ 
des quantité* composées d'une manière connue quelconque en « , 
y i y* t j" y^-j. . On peut se demander d'assigner , parmi les diverse* 
valeurs de ^ en « qui , entre des limites dcieroùnées ^ donnent 

fP&S=a , /qàx—h , JRàx=iC ,. (XI) 

oik a, h,c sont des constantes données , quelle est celle qui, 
entre les mêmes limites > rend /Uàs maximum ou minimum, 

i5. Pour rësoudre cette question , on considérera que puisque , 
entre les limites dont M s'agjit ,yPds , JJQàx , /Rdx...... doivent 

être constantes , il doit en être de mémo de AfF^s , B/Qàs , 
C/Ràs,..^. oit A f S , C t-— sont de nouvelles eonstintas ^ il en 
aéra donc aussi de mime de la somme 



A/Pis+S/qds-^C/Rix^ . 



d'oÂ il suit que la même relation At yh s qui , entre les limite» 
assignées , rendra masimum oa minimum Tioiëgrale fUàx devra 
aiuai rendre telle , entre les mimes Itrailas , la somma 



SVix-\'4fPi*+B/qàs'^CfRàx^ 

c'est-à-dire , 

/{U+AP^Bq+CR-h. )ïU; 

«1 pMtint donc 

- r^V'^AP-\-B<l-^€R-\- 



la question se trouvera réduite au ca» oti il s'agit simplement de 
Rndre JVds maximum oa minimum , cotre au limites données ; 

avec 
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avec cette seule dlfFérciice q<ie l'équatlcn chcrclidc en x et y , outre 
les constaDiea Introduites par l'intcgraiion , renfermera aussi les 

constantes A, B , C, ; mais on aura , pour en assigner les 

valeurs , les équatioDs de condition (XI) qui sont précisément en 
loénie nombre. Donnons un exemple des questions de ce genre. 

i6. PROBLÈME IL Entre toutes 2es courbes qui retranchent 
une mime portion déterminée de Fespace indéfini compris entre 
deux parallèles et une perpendiculaire qui leur est commune, 
quelle est celle dont tare intercepté entre ces parallèles a la 
moindre longueur ? 

Solution, Soit prise pour axe des x la perpendiculaire commune 
aux deux parallèles, dont nous supposerons, comme ci-dessus , que 
les équations sont 



Soit c* l'aire qui doit être comprise entre la courbe cherchée ; 
les deux parallèles et l'axe des x ; oq devra avoir ainst , entre 
Ho et a, , 

/ydx=:c- i 

de plus , entre leï mêmes limites , J'àx^T^y^ devra tonjoor»; 
comme cL-dessus, Ctre un minimum. Il ne s'agira donc (i5) que 
de rendre telle, entre a, et a, , l'intégrale 

sauf ensuite h déterminer convenablement la constante A. 
Nous aurons donc ici F— l/i+j^+^y , d'où 

(^)='^' (if) = 7^' ( ^) =»•■•■• 






Tom. Xlll. 



m- 
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•□ eoos^qatnee , l'ët^uation diiF^rentielle de la courbe cherchée sera 

>on rayoa de courbure doit, donc être constant; cette .courbe est 

donc un arc de cercle. 

En conséquence , nous pourrons prendre pour intégrale de 
l'ëqualîon ci-dessus 

o& des trois constantes* G, H, R, deux sont censées introduites 
par l'înlëgration , tandis qu« la troisième remplace la constante A, 
«t doit être déterminée par la condition y^d^sf'. On tire d'ailleurs 
d* cette équation 

Quant i Vëquatïoa aux liihiles > on trouvera qu'elle est , dans 
le cas actuel 

— r— y,-^ — r-^ Xn3!0 • 



Si donc aucune. condition parliculière n*a été imposée pour les 
limites , i^o et Y^ de\«nt demeurer absolument îndépcndans , cetie 
équation ne pourra être satisfaite qu'autant qu'on aura, ^ la fois, 

_5- = o; -^ o; 

équations qui ne pourront subsister ensemble qu'autant qu'on aura 
R infini ; ce qui réduit la ligne cberchée k une ligne droite , comme 
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dans le pr^eëdent problème , avec cette dlifërence poartant qu'ea 
prenant comme alors y=G pour ré<]aation de celle droite , la 
conslaate G sera, dëtermïnëe , puisque , entre lés liuiiies a^ et a, 
on devra avoir 

7/d* ou yCd* ou Cj+C=c» , 

ce qui donne 

Giji^~^tt^^c* i d'o4 G=j-^ , 

de manière que l'équatioa sera 



Supposons , en second lien , qu'on exige qo'aax limites de I 
, t^grale la courbe coupe les deux paralliles à l'axe des f 1 
des angles dont les coungentes tabulaires soient 7n. et m. ; 
devra avoir ainsi 










<".=/. . 


c'ut 


■\S\n\ 






m,rz 


_ Oo-G 




■^t/il>-<«.-G). ■ 



équations d'où on tirera les valeurs des constantes G t\R\ cell* 
de H se déterminera ensuite par la conditiMi /yâ0=:e'. 

Si enfin les deux limites étaient fixes , de telle sorte qu'ans 
valeurs a^ et a, de x dussent répondre respectivement les valeur* 
i, et i, de y ; en aurait , peur déterminer deux des trois cona* 
tantes G, H, il en fonction de la troisième , les deux équation* 
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et celle iroiMème constante se déterminerait toujours par la con- 
dition J'yÀx=c\ 

17. On voit donc qu'entre toutes les lignes qui , se terminant \ 
deux points donnés, comprennent un mâme espace entre elles, les 
ordonnées de ces deux points et Taxe des abscisses , la plus courte 
est un certain arc de cercle passant par ces deux points ; or , l'es- 
pace compris entre la corde de cet arc , les ordonnées de ses deux 
extrcmitës et l'axe des ir, est aussi donné; donc l'espace compris 
entre l'arc et sa corde l'est également; d'oi^ il suit que de tous 
Us arcs de' courhes qui ont la mime corde et comprennent h mime 
espace entre eus et cette corde , l'arc de cercle est celui tjui a la 
moindre longueur; d'où il est est facile de conclure , i l'inverse, 
que de tous les 'arcs de courhes' de même longueur qui ont la mime 
corde , l'arc de cercle est celui qui renferme le plus grand espace 
entre lai et cette corde. 

18. Et , comme ces propriétés sont indépendantes de la longueur de 
la corde , elles doivent également avoir lieu lorsque cette longueur est 
nulle , auquel cas l'arc devient une circonférence entière ; ainsi 
le cercle jouit de la double propriété ditre la figure de moindre 
périmètre , entre toutes celles de même surface , et de plus grande 
surface , entre toutes celles de même périmètre. 

19. Dans les questions qui viennent de nous occuper , il ne se 
trouvait , sous le signe d'intégration, qu'une seule fonclion de la 
tar'iable indépendante', avec ses diverses dérivées. Examinons présen- 
tement ee qu'il y aura à faire lorsqu'il s'^ en trouvera plusieurs. 
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$. II. 

ao. Soît V une expression de forme connue quelconque , com- 
posée de la Tariable indépendante z , de deux fonctions x nX y^% 
cette variable et des coefficieos différentiels de ces fonctions , jusqu'à 
ceux de tels ordres on voudra ; et considérons l'intégrale 

fVàz. 

Si la eompositioa de ;r et/ en z ^taît connue ; rien ne serait 
plus aisé que de ramener cette intégrale à la forme fZz , oii Z 
serait une fonction de z seulement ; et alors on pourrait , soit 
exactement , soit par les séries , exécuter l'inlégration entre telles 
limites on voudrait. 

Mais on suppose que les expressions de « et f en z ne sont pas don- 
Déesjonsupposequ'elles senties inconnaes du problème ; et on propose- 
de les déterminer par cette condiiion qu'après la substitution de leurs 
valeurs et de celles de leurs coefficiess différentiels dans ^, l'intégrale 
JVdz ,'qui alors aura la toxme/ZAx , prise entre deux limites données 
quelconques , et sous des conditions données , compatibles toutefois 
avec la nature du problème » soit plus grande ou plus petite que 
toutes celles qui pourraient résulter , entre les mêmes limites et . 
sous les mêmes conditions , de toutes autres valeurs , fonctions de 
z , prises pour s ^ y. 

31. Gomme nous n'avons encore ici qu'une' seule variable iodé-, 
pendante z , il nous sets commode d'employer la notation de 
Lagraoge pour les fonctions dérivées ; en conséquence , 



*' , x" , «'",....,., Y^ , ff , y"' ,* 
wroat constamment les symboles respectifs de 
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"dl ' d? * d? »•*••» d« ' d«^ ' dr* 
ei, si A' et 1^ sont d'autrei fooction* de x , 

X' » X' , X"i y Y», r / , r/',"" 

seront pareillement les symboles respectifs de 

dx d»x dJX dr d«r d'r 



Meas ae recourrons ainsi aux notations do calcul différentiel ordi- 
naire que lorsqu'il s'agira de teprésenier des coeificlens diiTérentiela 
pftrtieb. Ainsi 



\àx)*\^j\^') *'"-\ày J* W j' {,dy J* 



seront les coefiiciens différentiels partiels que l'on obtient pour U 
foEtction V f txk n'y considérant successivement que 

* ; ^' . *" » r » 3' * y" 

comme Tariablea. En conséquence , les expression* 

(àv\t /dry /"dry f ^^ \' f^^W f ^'^Y 

d- J *\'ï^J *Kï^J \ir)'\'¥) '\'^)*"" 

«eront la même cbose qae 

<£) <^) 'Cè:> <f ) <^) <^:> 

is ' it ' it '■■" lU ' <U ' d* '"■ 
Pucitlemeot « les expressions 
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icront la mime chose qae 



tX aiosi de sui(«. 

« 23. Pour eb revenir prësentement \ noire problème , quelles qae 
toîent les valeurs de s et ^'^ea £ qui doivent le résoudre , on 
peut toujours les cobsidérer comme deus des coordonmÇes d'une 
certaine courbe ii double courbure dont la troisième coordonnée est z '; 
et la problème se réduit ainsi k trouver c»tte ceurbe , tont-i-fail 
déterminée , mais encore inconnue. 

Suivant donc l'esprit de la nétbode ordinaire â» masimis et 
mînimis ^ il faut , pour parvenir aux équations de cette courbe , 
exprimer qu'elle est telle que, pour si peu qu'on la déforme , en 
tout ou en partie, d'une manière arbitraire, et même discontinue 
si.l'on veut , l'intégrale /Fdz , toujours prise entre les mêmes limites 
et soui les mêmes conditions , deviendra pius petite dans le cai 
du maximum , et plus grande dans le cas du minimum, 

33. Coaservons :f et / pour symboles des deux coordonnées 
fonctions de x qui , conjointement avec cette troisième coordonnée z > 
appartiennent à la courbe cherchée ; les deux coordonnées corres- 
pondant à 2 , dans toutes les autres courbes dont il vient d'être 
question , pourront être respectivement représentées par les formule^ 
générales 
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dans lesquelles X el Y représentent des (onctions de * tout-i-fait 
arbitraires, continues ou discoatinues , etoi^iest toujours, comme 
ci-dessus, un nombre abstrait , positif ou négatif ^ si petit qu'on 
le voudra, sans pourtant être absolument nul. Il est évident, en 
eifet , que , même en se donnant i à voionlë , on pourra encort 
profiter de l'indétermination des fonctions X et Y, de manière que 
ces formules deviennent , conjointement avec x , les coordonnées 
de telle courbe donnée à double courbure qu'on voudra , et qu'ensuite 
on pourra diminuer graduellement le nombre i de telle sorte que 
cette courbe devienne «i peu différente de la courbe cherchée qu'on 
voudra. D'où l'on veit que , sî l'on traçaVr k volonié dans l'espace 
une courbe aussi voisine delà courbe cherchée qu'on le voudrait» 
ou pourrait toujours considérer x+iX , y4-'^ comme étant, con-* 
curremment avec c , les trois coordonnées de cette courbe ; de sorte 
qu'en supposant Xet 1^ arbitraires et i d'une petitesse illimitée, 
les trois formules z , x-{^X , f+iY expriment les coordonnées 
de toutes les courbes que nous devons comparer à la courbe 
cherchée. 

34. Remarquons pourtant , avant d'aller plus loin , qu'il se 
pourrait , dans des cas particuliers , en vertn de certaines con- 
ditions de la question t que les fonctions .X et T ne dussent 
point être tout*ii-fait arbitraires , ou du moins ne dussent l'être 
que sous certaines restrictions : c'est , par exemple , ce qui arri- 
verait si la courbe cherchée devait passer par deux points donnés ; 
car alors on n'aurait ï luï comparer que les autres courbes qui 
passeraient par ces deux mêmes points ; maïs nous avons déji 
TU ( §. I.) qu'on était k temps i la fin du calcul d'avoir égard 
i ces sortes de limitations ; et nous allons voir bientôt qu'il ea 
est exactement de même ici. 

35. Par le changement respectif de jr et ^ en s-\-iX ; 

r+ir, 
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iS 



t" 

» 

ï 

y 
ï" 



deviendroat respecùrtmeot 



s'+lX' , 
i"+iX" , 

r-*-r , 
r'+iT' . 



On trooTera consÀ]aemnicnt , par rapplication de la série de TayTor 
an déreloppeinent des fonctions d«s polynômes , que , par le même 
changement , y doit derenir 



en conséquence , /Fàz deriendra 



•-+... 



^di 



^)-+(^>'^-l-+- 



Afin donc que JVdx soit masîmum ou minimum « H faudra f 
suivHDt les principes connus , que le multiplicateur de t soît nul ; 
et alors jVàz sera maximum ou minimum , suivant que le mul- 
tiplicateur de t* sera constammeDt négatif on constamment ^oj/»yi. 
La condltioD commune au maximum et au minimum sera donc 
ezpfiniëe par Téquaiion 
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laquelle revient simplement h' 



(.?)-+(aS)-+(S)-+--+(F>+(f)-+C^)-+- 



a6. Cela pose* , par la formule {iuy=tu''\-ui' , d'où ut'^{tuy—tu' , 
on tiouve facilemen) 

(S>'"=[(.^H-[(^)'-K(^W-(^)"'-- 

(f)-=[(f>j-(f)'-. 

(^>'"=[(^0-'H(^H-^[(^"M-(a'"''' 
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ùj moyen àe quoi rël^uatloD (XII) deviendra * 

mH'^M^j-&"^ ]- 

4(vKf)'-(^H^0"'+-"]^1 

-iK^MsyHS)"- y 

+[(^H^o'+--M(a^o--]^"---r 

-i[(^)-(^)'+il^)--- l'- 

. :^[(vH^o'--M(^)-,->'+-r 

or, les quatre dernières lignes du premier membre de cette équation 
Boni des dérivées exactes , quels que soient X , X' , X",:—Y^ . 

Y' j Y" ■, tandis que , si l'on voulait considérer comme telles 

les deux premières lignes , leurs fonctions primitives changeraieo^ 

avec la forme de ces mêmes quantités X^ X'i-X" Y , Y^.^ 

Y'* , Afin donc que cette équation signifie quelque chose , 

il faut d'abord que ces deux premières lignes soient tout-à-fait 
nulles ; ce qui donne 

■^[(f)-(^)'+C^)"-(^)'V...]r=,. CX.V) 

36. Si la courbe n'est assujettie à d'autres conditions que de 
rendre yy^dz maximum ou minimum, entre les limite; assignées^ 
les fonctions .\ et Yf qui pourtout fort bien d'ailleurs être lices 
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entre elles et ttitme déterrninéés i ces limite» , àejtùhx être , 
dans tout le reste de l'intégrale , tout - & - fait indép«BdaRt«s ; 
X'ëquation (XIV) se partagera dom: alors ddns les deux suhrante» : 

/ ir\ / iv YjY ■"' \' / J^ Y" . I 

\ (XV) 

lesquelles^ ne coAMiiànt piM d4s-Iori que A, é, x^, »" , 

ff y*, ^' f , seront les deux équations différentieUes delà 

courbe cherchée. 

37. Mais au lieu de cherclier quelle est , entre toutes tes courbes , 
celle qui rendJVdx masimum 6u iwW^fnvjn' , ott pAun^it demander 
quelle est celle q«t jonîl de tfetie pfttpriëté^ p«rfni «elles qui sa- 
tisfont à une équalion de relation donnée entre s, y ti t, ou» 
te qiit revient au même , partni celles qui sont sur la surface 
- ftofirbé exprimée par cette équation j il est clair qu'alors la courba 
cherchée , dani àes diverses délonnations f ne devrait pas qitliler 
ietle surfilé; d'où il suit que tes foôctloris X et Jf , toujours 
arbitraires d'ailleùri , ié seraient plu» dès • lors indépendantes, 
fioit, éo effet i 

F(*,y,r)=Jfaso . (XVI) 

réqnatlon de celle sorlilee f on def ni avoir , pour la coorbe d<éformée , 

F(«+/X, /+/r , «)teo / 

ou , en de'teloppant , 
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on î en relrancbant (XVI) r^divisant par i et exprimant ensuite 
que l'ëquatlon resultaste doit avoir lieu quel que soit i , 

équation de relalîon entre X et Y , au moyen de laquelle on pourra 
faire disparaître l'une ou l'aulrc de ces deux fonctions Je l'équa- 
tion (XIT) qui, étant ensuite divisiïe par r.iutre fonction devenue 
alors facteur de tous ses termes , sera l'équation difFérentieKe d'une 
certaine surface qui coupera la surface (XVI) suivant la courbe 
cherchée. 

28. On pourra aussi , si l'on veut , ajouter à l'équalion 

(XIV) le produit de l'équation (XVII) par un multiplicateur 
indéterminé ; égaler séparément à zéro , dans l'équation somme , les 
coefEciens de X et I^, et éliminer ensuite le multiplicateur indé- 
terminé entre les deux équations résultantes; ce qui conduira évi- 
demment aa même but. 

39. Tout ceci suppose , an surplus , que * eiy doivent être réelte- 
inent des fonctions déterminées de z ; vais \\s pourraient fort bien ne 
l'être ^ue d'une manière purement fictive ; c'est-à-dire , qu'il- se 
pourrait que , j étant fonction de x seulement , on ait votdu , 
comme cela est permis, les considérer comme étant tous deux des 
fonctions d'une troisième variable 2, sans rien statuer d'ailleurs sur' 
la nature de cette troisième variable et sur ses relations avec cha- 
cune des deux antres. Alors l'intégrale JVàz pourrait être considérée 
comme provenant d'une antre inlégraleyî/d:r, dans laquelle 17 aurait 

iié simplement fonction de * , -^ , ~ , et oii l'on aurait 

après coup changé la variable indépendante , en y considérant x et 
y comme des fonctions d'une troisième variable z ; on ne devrait 
donc parvenir alors , comme dans le §. I , qu'i une équation dif- 
férentielle unique entre * et y; il faudrait donc que les équalion» 

(XV) eussent un facteur commua «ans x , c'est-à-dire , ne ren- 
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fermant simplement que i , x' , x" ....... Y : X' • ï" - '»q"«l . 

;g>l<> à zéro , satisferait il l'é.iuation (XIV) , indépendamment d« 
loulcs relations entre les fondions X , r ; en supposant donc , 
dms cette éc|uailon unique , jr=aî , ce qui rendrait nuls «", i'",.... 
on obtiendrait la difTfrcnlielle de l'éqnatlon clierchde en x et jr. 

3o. Retournons présentement au cas général. En Intégrant lei 
deux équations (XV) , on en déduira les valeurs de i et yeni, 
lesquelles conlicn.lront l'une et l'autre nn nombre plus on moin» 
grand de constantes arbitraires. 11 s'agit maintenant de Toir comment 
on déterminera ces consl.nnles. , , , , . ,„,„, 

3i. La premi.re ligne du premier membre de I équation (XllI) 
se trouvant annnllcc . comme nous l'avons dit , par Véqualion (XIV) , 
cette équation , en passant aux. fonctions primitives , devient 

■[C^)-(S)'+-M(^>-> 



Crnsi.^ 



(XVIII) 



+[(fHI^H^')"--]-. 

En y mettant pour « et y leurs valeurs en z et en constantes , 
déduite, de l'inlégra.ion des équations (XV) , les coefHciens de 

T X' X" ..» y *y t ^" > °'y **'°"* p'"' v^^ '^' 

lions de 1 et de ces mêmes constantes. 

3j Soient <:. et r. les deux limites de l'intégrale j c e5t.i-dir« , 
supposons qu'il soit question de cendre m<,xim;,m on m,mmum 
l'intégrale yKdz, prise depuis * = <:, j»»q"'* . = <:. t "«quons res- 
pectivement des indices o et l les valeurs que prennent les diverse. 
,u.ntité. qui entrent dan. l'équation (XVHI) , lorsqu'on y met pour 
< les valeur»' respective, c, et >, , nom luron. amsi 
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.^ 



[(a-(S)>(^o:-" > 

+[(SHS)>-]---[(.^')r->"--- 



^[(^0.-(^)>-]M(è).-->"-+- 
■^[(f).-(f)>(^X- ••]'. 

d'où , «n retranchaat , 

[c^}.-(^k^j:->1(^).-(sj.+-M(^.).-->"-^- 

-[(^HS)>(^0:-M(^l-(^-)>->-[(S)---K-- 

4(v)r(^^(^):-•■•>'•+[(^).-(^^-■M(^).-■••■^ 

-{(fX-(^)>(^a--M(^)H^)>MC^^)-"->'- 



;PtlX) 



.+... 
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équation qne nous appellerooi i l'avenir équation aux îîmUes i 
et qui , comme l'on voit , ne renferme plus , outre les valeurs encore 
indétenninées de X , X' , X" , Y , 2"', I''', aux deux li- 
mites de l'intégrale, que les deux limites c^ , Ci et les constantes 
introduites par l'intégration des équations (XV). 

33. Cela posé , si aucune condition particulière n'a été prescrite 
relativement aux limites , les fonctions 



, X', yX», , , r, , Y', , Y", 



devront conserver l'indépendance la plus entière. L'équation (XIX) ne 
pourra donc alors subsister qu'autant que les coeiEciens de ces 
diverses fonctions seront séparément nuls ; cette équation (XIX) 
se partagera donc dans les suivantes : 

"^VWk-Xvk-^yW'h—-^ "^Kv )o-k^ A"^-' °=(dF.A- 

<'=(l7),-(S)',+(ï?X ' ''=(ï^),-(ï? ]'.+••"' °=(î^»X" 

lesquelles seront , en général , en mtme nombre que les constantes 
introduites , et serviront \ en assigner les valeurs. 

34. Mais si, au contraire , on exige qu'i l'une ou.& l'autre 
limites, ou à toutes les deux , il existe , entre jr et y et leurs 
dirv* coeJBciens diffiérentiels , une ou plusieurs relations données; 
^ et Yf toDJoarf indétenoiAét , ne seront plu9 dés -lors tout -à» 

fift 
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ia'it arbitraires. Reprësenlona , en effet , une de c«a ^quatîona par 

t(,, »',»",; f,f,y»,....)=L=0! (XX)' 

on devra avoir , pour les diverseft courbes que l'on conaidère , con- 
curremment avec la courbe cherchée 

t{xvx, *■+«', *"+:X" , y^ir, f\iri , y-nr", ....)=o; 

OU , en développant , 

d'où , retranchant l'équation (XX) et exprimant que l'équatioB 
lésuhante a lieu quelque petite que soit i, 

11 faudra d'abord substituer dans (XX , XXI) pour s tt y Icura 
valeurs en x et en constantes déduite» des ^uatieos (XY) ; puis , 
en supposant , par exemple , .qu'il soit question de la première 
limite, mettre pour z sa valeur e^ p ce qui changera ces équation» 
«n cellea-ci : 

i,=o,(xxn)o=^ Jfxxnn 

Ttm. XIII. 5 
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On pourra iTOÎr plusieurs couples de semblables ^qaatî«il« , tint 
pour l'une que pour l'autre limites ; et on se servira de (XXII) 
et de ses analogues pour cfiminer de ( XIX } le plus grand 

nombre possible des fonctions X^ , X'„ , X",, > Y» , ^'a t 

r'o, X,, X',, X", , T,,Yf,, Y" ; 

après quoi on égalera st^parémeot i zéro les coefHcîens de cellea 
qui n'auront pas disparu. A la \ét\lé , le nombre des équations qui 
devaient servir & délcriiiincr les constantes se tronvera ainsi réduit; 
mais toutes les équations qu'on aura de moins se trouveront exac- 
tement remplacées par l'équation fXXII) el ses analogues ; de 
sorte que ces constantes se trouveront toujours déterminées , et le 
seront seulement par d'autres conditions. 

35. Au surplus, au lieu d'éliminer de l'équation '^XIX) le plus 

grand nombre possible des Ponctions X„ , X', , X'^a , Y, , Y', , 

Y"o . -".. X, , A', , X'\ r. , r^ , Y", , au moyen des 

équations de condition telles que (XXIIl) , il reviendra au même , 
et il sera peut-être ptus élégant de prendre la somme tant de 
l'équation (XIX) que des produits de ces équations de condition 
par des multiplicateurs indéterminés; d'égaler ensuite séparément^ 
zéro , dans l'équation somme , tes coefficiens de toutes les fonc- 
tions Y, , x'„ , x\ , ...,. r. , r, , r", , x, , x\ , x", , — 

Y, , Y\ , Y",, et d'élimioer eofia les multiplicateurs indéter- 
minés entre les équations résultantes. 

36. Appliquons présentement ces divers procédés !i un exemple. 
PROBLÈME m. QmIU est la plus courte ligne entre deux 

plans parallèles donnés f 

Solution. Soient pris l'axe des z perpendiculaire cl le plan des 
jy parallèles aux deux .plans -donnés , dont nous supposerons 
les équations 

£=eo 1 z=tf, ; 
les axes des ;r et des jr étant supposés rectangulaires , mais dirigés 
• d'ailleurs comme on le voudra , la question se trouvera ainsi ré- 
daile 4 ssçigner pour x «i f des valeurs , fonclioDS de c qui rendent 
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minimum , entre les limites <:« et e, . 
Nous aurons donc ici 

toi (il) 

(¥-)="• (^) = 7î^^' iw)^''- 

et de là 

au moyen de qnoi l'ëquatîoD (XIV) denendra 

Si la courbe D'est assujettie i aucuner autre condition qu'i ceBe d'élre 
minimum entre les deux plans donnés , X et J devront demeurer 
iodépendaas , et conaéquemment cette <!qualioii se partagera en ces 
deux-ci : 



, Google 



36 INTÉGRALES 

(■4y)«"— »;ry' iî+x'-)r"—xyx" 

qu'on pourra mettre ensuite sous cette forme 
(i+»"4-y'0«"-(«'«"-l-r'r")'' (i-ff+r'.y-txv+t'yor' 

— i =0 , ^i "^ ^ SO 

ou , en continuant d'employer les notations de Lagrange , 
(i-fi"4y)»^— (■+»"-»y)'»' <'-W-fy")r"-(i+»"+T"yT' 

ou encore 






ce qui donne 

—À »' f. , 



/■+»»+?'■ ' t/i-l-»"+r" " 

En considérant , dans ces équations , s' et y' comme deux in- 
connues , on en tire , en transfocmanl les constantes , 

d'où enfin 

s=Mz+a,, j=lfz+H , 
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c*est-^-dlre (jue la ligne cherchée est une ligne droite , comme on 
pouvait bien s'y attendre. 

L'é<iuation aux limites (XIX) devient , dans le m^me cas , 

de sorte que Ie« constantes G et H demeurent tput-i-fait nrbî- 
(raires ; ce qui revient k dire que les parties de parallclcs inter- 
ceptées entre des plans parallèles sent de même longueur. 

Les coefficiens des deux fonctions X, et X, , ainst que ceux 
des deux fonctions J^„ et Y, éiant les mêmes aux deux timltes, 
il s'ensait qu*on ne saurait éiabltr des coaditions indépendantes pour 
ces deux limites , ce qui revient à dire qu'une droite qui perce 
deux plans parallèles fait des angles égaux avec l'un et l'autre. 

S'il n'y a aucune £andition particulière prescrire pour les lîmileSf 
l'indépendance absolue des fonctions ^a » ^a > ^t r Yt ne per- 
■lettant de poser ni X,—X,^o ni Y, — J'.^o, l'cqualioD aux 
limites ne ponrrk être satisfaite qu'en posant simultanément ilf=o, 
N=o , au moyeu de quoi le» équations de notre droite M ré- 
duiront simplement à s=^G , y^H ; ce qui revient à dire que , 
de toutes les droites m«iées entre les deux mêmes plans paral- 
lèles, la perpendiculaire commune, indëiernMnée d'ailleura de si- 
tuation y est la plus courte. 

Si les limites étaient des points fixes , tellement situés sur nos 
deux plans qu'on eût, pour le premier, x=a, , |-^3.>e(paur 
le second , «=a, , y^=hi ; en exprimant qtu ces valeurs et celles 
- de z sitisfout aux deux équations 

s=BSz-\-G . y=Nz-^H , 

00 aurait 

fl„=Jfr,+C , h,^Nc,-\-H ; 
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éliminant donc , entre ces six équations , les quatre constantea 
M t Nf G , H , OD obtleodrait pour lea équationi de la droite 
cherchée 

ce qui rerient \ dire que le plus court chemin entre deus points 
de Pespae» est la ligne droite ^ui joint ces deux points. 

Au lien de points fixes , oo pourrait donner pour limites des 
courbes planes tracées sur les deux pUns parallèles. Conservons 
lé point fixe (ffg , b^ , fo) sui" le premier plan , et donnons-ooui 
pour limite , sur le second , la courbe plane suivant laquelle il est 
coupé par la surface cylindrique dont l'équation est 

nous dcTroDS «Toir (34) l'équation de condition 

.en ajoutant le produit de cette équation par on multiplicateur 
indéterminé x à l'équation aux limites , après avoir fait dans cette 
dernière X^^o * }% = o , ainsi qu'on le doit , puisqu'ici la première 
limite est fixe : il viendra 



Iv/i+M^W' 



H^)\--Avés^.-<^\ 



r=o. 



Egalant présentement i zéro les moUiplicaleurs de X^ et Y^ , nous 
aurons les deux ëqualîoos 

entre lesquelles . élimnant a^ il Tiendra âualemant 
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mais, en diiFërentîaDt l'équation L~o , il rient 
qui , combinée arec la piëcé<lente , donne 



ay M 

d*~" tr '* 

mais les équations de notre droite étant , dana le cas actuel , 
l'ëqnatioa de sa projection sut le plan de la covrbe sera 

d'on l'on Toit que cette projection , ft par conaëqlient la droit* 
elle-même sera normale à la courbe. 

Il demeure donc établi par 11 que fe plus court éktmîn ^un- 
point de r espace è une courbe plane est la normale menée de ce 
point à eete eourhe ; et il est facile d'en conclure que le plus 
court chemin entre deux courbes planes situées dans deux plans 
parallèles , ou même dans un mému plan > est la normale oui leuf 
est commune. 

Sîous Toilik donc parvenus ici i la solution d'un problème que 
précédemment (i3) nous avions vainement tenté de résoudre ; et 
l'on voit que cela tient k ce qu'alors jr était , dès-l'abord, supposée 
fonction de se , tandis que jr, y sont suppoeés 'fonctions d'une tn»- 
sième variable x ; ce ^ui permet d'établir ensuite ulle 'relation ob 
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veut entre s et y. Mais nous éprouverions ici une di/Ecult^ da 
mime genre si nous nous proposions d'assigner le plus court cbemin , 
soit entre des courbes à double courbure , soit entre des surfaces 
courbes ; puisqu'il est de l'essence de la question que nous traitons 
actuellement que les limites c^ et c, demeurent invariables. On 
peut déjà soupçonner, au surplus , et nous verrons bientôt d'ailleurs 
ce qu'il y a & tùre pour surmonter cette difficulté'. 

Pour donner un exemple du cas mentionné ci - dessus (27) , 
reprenons l'équation 

et lupposoDS qu'au Ileo de cbercber quelle est absolument la 
plus courte ligne entre nas deux plans , on cbercbe seulemtnl 
quelle est la plus courte entre toutes celles qui , se terminant k 
cer deux plans, sont situées sur une sphère ayant pour équation 

*'+/'+*■— ''ssJlf»* . 

On aara ici 

de sorte que l'équMioa de condition (XVIIJ ser> 

frX+/r=0î 

ajoutant le prodoit de cette ét^uation par ua multîplîcaletir iodé- 
terroiné x jt celle ci-dessus , il viendra 

tf^taot alor» aépH^ment \ zëro ka- raoltipllcatean des fonction» 
X cl f, U eu itfsoltefa le* deiu tf^aaijoa» 
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qui , d'après 1« précédent calcul , reviennent à 
entre lesquelles ëHmÏDant x , il vient 
oa , en développant et transposant , 






ce qui donne , en intéerant , "-; ?-"?-:= ■ =g . f«^ 

telle est donc l'équalion diiFe'reniielle de la surface qui doit couper 
la sphère dont l'équalion est **-f-y*+*'=*''* > (i») 

Bulraoïla li^ne cherchée. Or, soit un plan passant par le centrede celte 
sphère et ayant peur équation Ax+By=sz ; (y) 

les équations (|8, y) donneront par diA'érenliation 

ss'+'yjr'rs—z , Jx'+By'^s-^-i ; 

de U t en ayant ^gird aux é<|ualions (j> , >■) , 

•équation «[ni ^riuÎTflut à réç[uatien (•) ; d'où il suit que le système 



et par suite 

alion c|ni 
Tom. Xill. 
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des e(]uaiions (/• , y) équivaut au système des équations («, ji) ; puis 
donc que les premières appartiennent i un grand cercle de la sphère , 
il doit en être de môme des dernicres; la ligne cherchée est donc 
un arc du grand cercle donné par les deux équations 

dans lesquelles on peut profiter de l'indétermination des deux coos- 
tantes A ai B pour assujettir la courbe à se terminer i des 
points donnes Sîir les intersections de la sphère avec lea deux plans 
parallèles entre lesquels cette courbe d^olt se trouver comprise. II 
demeure donc établi , parce qui précède, que le plus court chemin , 
sur la sphère , entre deux points de sa surjace , est l'arc de 
grand cercle qui joint ces deux points. 

37. On peut, comme nous l'avons fait (i4)» raihener à la questioa 
qui nous occupe , d'autres questions qui semblent d'abord beaucoup 
plus compliquées. Soient C/ , P^ Q, A,..^. des quantité) composées 
d'une manière connue quelconque en z , x , y , x' , y^ , x" , y" , ..,., 
On peut se demander d'assigner , parmi les diverses valeurs de x. 
et y en z qui, entre des limites déterminées, donnent 

J'Pdz=a ] ■ /Çdi = * , /Rdz=:c, (XXIV) 

où a,. s, c,..^.. sont des constantes données, quelles sont celles 
qui , entre les limites , rendent fUàz maximum ou minimum ? Or, 
en raisonnant comme nous l'avons fait à l'endroit cité', on verra 
qu'en posant ' 

o{k A, B, £"5001 de nouvelles constantes, la .question se réduit 
à rendre y"fdz maximum ou minimum, entre les limites dont il 

■'agit, et à déterminer ensuite' les constantes À^Bf C , .'à 

l'aide des condiiiona (XXIV), Voici un exemple. 

Z^ PROBLÈME IF, Entre toutes les courbes <)m , se terminant 
à deux pians parallèles , sont telles que fensemble des perpen- 
diculaires entre ces plans , terminées à Cua et ^ Vautre , qui passent 
par les dt'Crs points de ces courbes , forme une. portion de sarjaçe 
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eyltnirtque dont l'aire est doofiée , quelle est celle qui , entre ce* 
deux mêmes plans ^ a la moindre longueur ?■ 

Solution. Soient toujours , comme dans I« précédent problème , 
l'axe des z perpendiculaire et le plan des sy parallèle aux deux 
plans doDoés , que nous supposerons encore avoir pour Squattons 

Soit k* l'aire donnée de ia portion de surface cylindrique formée 
par toutes les perpendiculaires entre les plana parallèles nieoées par 
les points de la courbe cheicbée -, nous aurons , entre les limites <:, tXc,\ 

de plus , nous devrons avoir , entre les mêmes limites , 

fAz\/ 14^»+^- 
minimum; d'où l'on Voit (Sj) que tout se réduira ii rendre -m*! 
nimutn , entre les limites dont il s'agit , l'intégrale 

sauf ensQÏte à déterminer convenablement la constante A. 

En posant, pour abréger, jrf(r,—Cn)=C, noua aurons donc ici 



doù 

( ^\- ( ^'\= ** -1, ^'^^ ■ ( ^^\~ 
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en cons^qaeoce , IVqiialion ( XIV ) deviendra 

( y'(i+»'0-»y»" _ Cj'CT'i"-»'r") 1 
( ('+»'■+)")■ C-~+r")' J 

Si donc la courbe cfacrchëe ne doit ètr« issujetlie à aocane 
antre condition , les coeiBcicns de A et J* derront être sëparëment 
suis , ce qui donnera , pour les deus équations diffërentielles d» 
la courba dont il s'agit 

«"(■-fr")-«'y Cr'(r'j"-«'fO 



ou bien 






Cl/T+ïnT^j ■'"(|/5Hy:J=''' 



ce qui donne, par une première intégraiion , 

on tirer* JTÎdemmeBt de ]k 

M tt N étant deux nourelles constantes, fonctions ie A, B , C , 
on aura donc , en intégrant de nouveau , 

la ligne cherchée est donc une droite ; la surface cylindrîqae dont 
l'aire doit être égahe k k' se lédwt donc i un plan rectangulaire 
ajant cette droite pour diagonale. 
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39. Dans toat ce qui précède , nous arons consUmmenf suppose 
qu'il n'y araït dans V qu'une seule variable indépcDdaule ; exa- 
minoiis présentement ce qu'il j aura à faire lorsqu'il y en aura 
plusieurs , et. que la quantité ï rendre maximum ou minimum 
sera une intégrale multiple. Soit V une expression de forme connue 
quelconque , composée de deux rariables indépendantes;; ^^ Y t 
d'une fonction z de ces deux variables et des divers coefficient 
difTéreuliels partiels de cette fonction , jusqu'à ceux de tel ordre 
on voudra; et considérons l'intégrale double 

Si la composition de c en « et y était connue y rien ne serait plus, 
aisé que de ramener cette intégrale \ la forme ffZixAy , où Z. 
serait une fonction de x et f seulement ; et alors, on pourrait , soit 
exactenien.t , soit par les séries , exécuter l'intégration entre telles 
limites constantes ou variables qu'on voudrait. 

Mais on suppose que l'expression de z en jt et ^ n'est pas 
donnée , on suppose qu'elle est l'inconnue du problème j et on propose 
de la détermiuor par cette condition qu'après la substitution de sa 
valeur et de celles de ses divers coefiiciens différentiels partiels dans 
J/Tdxdy , qui alors prendra la forme J/Zdsày , celte intégrale , 
prise entre des limites données quelconques , constantes ou variables, 
et sous des conditions données , compatibles toutefois avec la nature 
du problème , soit plus grande ou phis petite que toutes celles qui' 
pourraient résulter , entre les mêmes limites et sous les mêmes con- 
ditions , de toute autre valeur , fonction de jt et ^ , prise pour z. 

40. Ici, où nous avons deux variables indépendantes , il nous 
serait incommode d'employer les notations de Lagrange ; en con- 
séquence , nous adopterons les abréviations que voici : 

Tom. XII ï , n.' //, 1." août i8aa. 7 



y Google 



'^ xnteghales 

dï =' ' d? =" ' di-3 '^^ ' 



d>-» " ' iixdy* ' 



••..(•) 

Quant aux diiTerentielles partielles > nous poserons 

(^H.(^)-.(^)-.(|^)=« ■ 

(^3'^.(^)-.(^)- 

(f)--(v)=^ 



(■^)-- 



(*) Noai aarion* bien iùiti de poiiToiremplojer le* notations ordinaire* ; c'eil- 
k-dîre , d« faire -r- ^p , -r~ '=^ , et ainsi du reile ; mai* , dan* le deisein 
oli noua e'iioD* de pousser les développemeni un peu plua loiô qu'on ne le fût 
pommuoésieiit , cela deveoail impottibte; 
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et si nou» iTon» quelques autres foncilona do x el f h eoTfs\àéteT , 
noas en représenterons les divers cociBciens difFereiHiets sans aucune 
abrâvialîon. 

4i* Pour en revenir présentenent i notre problème; quelle que 
soU la valeur encore inconnue de z en j: et j^ qui doit le ré- 
soudre , on peut toujours la considérer comine l'ordonnée d'une 
certaine surface courbe , dont les deux abscisses sont jr et y ; et 
le problème se réduit ainsi À déterminer l'équation de cette surface. 

Suivant donc l'esprit de la méthode ordinaire Jt maximis H 
mînimis » il faut , pour parvenir ï cette équation , exprimer que 
la surface cherchée est telle que , pour si pou qu'on la déforme , 
en tout ou en' partie, d'une manière arbitraire, et même diacon^ 
tinae si l'on veut , l'intégrale ffVAxAy , toujours prise entre les 
mêmes limites et sous les mêmes conditions, àevxeadra plas petite 
dans le cas du maximum , et plus grande dans le cas du minimum. 

43. Conservons t pour le symbole de l'ordonnée de la surface 
qui doit résoudre le problème ; l'ordonnée correspondante , dans 
toutes les autres surfaces dont il vient d'être queslim , pour» fStre 
représentée par la formule générale 

dans laquelle Z est supposé représenter une fonction de jr et 9^ 
tout-ii-fait acbitralre , continue 00 discontinue , et où ; est encore , 
comme ci-dessus « un nombre abstrait , positif ou négatif , si petit 
qu'on le voudra , sans pourtant être absolument nul. Il est évident, 
en effet, que, même en le donnant / V volonté , on pourra encore 
profiler de l'indétermination de la fonction Z de manière que 
celte formule devienne l'ordonnée de lelte surface qu'on voudra; 
et qu'ensuite on pourra diminuer graduellement le nombre i de 
telle sorte que cette surface devienne si peu différente qu'on 
le voudra de la surface cherchée. D'où l'on voit que , si l'on cons- 
truit arbitrairement une surface au^si voisine de la surface cherchée 
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qu'on le Toudra , on pourra toujours considérer x-\-tZ comme ex- 
primant l'ordonnëe de celle surface. De sorte qu'en supposant Z 
arbitraire et/ d'une petitesse illimitée, la formule z-\-iZ exprime 
l'ordonnée de la totalité des surfaces que nous derons comparer 
à la surface chercbce. 

43. Remarquons pourtant , avant d'aller plut loin , qu'il se poarraïE , 
dans des cas particuliers , en verlu de certaines conditions de la 
question, que In fonction Z , toujours indéterminée, ne dût point 
être tout-à-fait arbitraire , ou du moins ne dût l'être que sous 
certaines restrictions : c'est , par exemple , ce qui arriverait si la 
surface chercbée devait passer par une courbe donnée , plane ou 
\ double courbure, ou encore par un polygone donné, rectilîgae , 
mixtiligne ou curviligne , plan ou gauche ; car alors on n'aurait 
à lui comparer que les autres surfaces qui passeraient par cette 
courbe ou par ce polygone ; mais nous avons déjà vu ( $. I et II ) , 
et nous verrons bientôt de nouveau qu'on est toujours à temps, 
à la fin du calcul , d'avoir égard à ces sortes de limitations, 

44* Par le changement de z en zr^iZ , les quantités 

^» i * ». 9 > 






deviennent respectivement 

z+,Z , l+i-rr , n+, —- . ?+' TJ 



, , <IZ , d'Z . dïZ 

171+/ -r- , o+i T— T > ' '■+' ■; — r 1 
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4» 



, . a-z 



,+i 









en consëqueDce , on trouvera ; par l'application de la sërie d« 
Taylor au dëveloppement des Eontions des polynômes , que F_ 
doit devenir (^o) 



r+ 



+?■ — — +.. 



1 



d'où il suit que ffFA.xày deviendra 



/[rixir+^/r 









d*Jr+-.!. 
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afin donc <[ae fp^àxày soit mujifïiUtn ou mînhnum . ' r.)U(lra / 
suivant les principes connus , que le irultipiicaL«ur cic / ^oit nul; 
et alors le maximum ou le minimum aura Heu ^ suivant que le 
multiplicateurde i* seracooslamnient néf^atij on constamincnt posîtifm' 
La condition commune au maximum et au minimum sera donc 
exprimée par l'équatioa 



ir 






+.... 



oa plus simplement , en diffërentîant , 






H-«^+o 



djdys 






(XXV) 



'45. Cela pos^ , en ayant successirement i^»ti À la TarlabUité 
de « et 4 celle de / , la formule uàf>~i^uy)—viu donae 
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indéteuminées, 

dZ iL SÇLZ) • 

dy dy ày 



o — =+±2. ^_ ^^3r^) ■'(-ar^) : jvqz) 
arS.z-P^\ 

i-z _ d.p ^(.d7^-'^3r.) 

^ dpr-+^^ 5; . 

./• d-Q dO dZ , „ d-Z N 

— = ^'9 >■■ ^d^ "g •fa+gg-J 

^ ic< ~ dil "• dî~ ' ' 

di'dj- d»>d)- "*" di "r d^ 

didy ' 

J^ ^''' j-\ a/"''^ -r d^ dZ » 

djcdjf» drd)-» " d« * dy 



T x^ =_::_-. -,■ ■ V »• dy dr ^ dr- ^ 

dyl dfî ' 



dlZ dlT 

dF ''"P" --^ W 
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Ces d^reloppemens , que l'on peut d'ailleurs vérifier en efTecfuanl 
les différen lia lions indiquées , étant substitués dans l'équatîon (XXV) , 
elle deviendra 



; il- 


+ 


i-N 


d>Q 


f-17 


Af ■ 


~ i.1 


JM 


+ 


d'O 


dm 


ijr 


d«dy 


did}'" 




+ 


i'P 


dis 




ày> • 


"did;-' 








d>T 








fy> 



+.... 



z 





^i"+^- 


:+^ 


dO d-B 
dj. +d»dj.- 




— 


[«-§^^- 


1 


dP d.S 
dy ■*■ d;.d. 



dQ 



^+ 



dB 



(Ç-....Jd^ 

1 -....F 



+~J 



Z-i-i 



■^::i 
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.4.J:::./; dS 



+ ..■ 



2+ 



S— » j^ (i-:- 



^+\ _ hr+--i (^^') 



'46. L'éqaatioD ëlant mise soas celle forme , on voit qu'une 
partie de son sacond membre est une àérhée exacte par rapport 
à dr, tout-à-fait déterminée quel que soit Z , tandis qu'an contraire , 
si l'on routait considérer l'autre partie de ce second membre comme 
une dérivée par rapport à x , cette dérivée changerait de forme 
avec Z ! d'où il suit que cette équation ne peut subsister qu'autant 
que la partie de son second membre qui est une dérivée exacte 
par rapport à x et celle qui ne l'est pas seront séparément nulles. 
Egalant -donc d'abord cette dernière partie & zéro , il viendra 



"" de """didr d«"d^"' 



. d-P i'S . 



d»df» 



Z 



i'T , 

•5F + - 
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àO 




d'n 


ïT 


+ 


<u- ~ 




+ 


d-S 




+ 


if 



+ ] 



-.J^^-- 



(xxvii) 



Cette partie étant ainsi supprime'e , danf l'ëquation (XXVI) , elle 
deviendra , en passant aux fonctions primitives , 



d.Q 



ao 



d-a 
+ ±î. 



li^#+... 






+■"• 



0-^+.-^ 



I jfl-.-îd2^^5— "IdZ 



(XXVIII) 



47. Or, présenlement, les mÂmes considërations qui nous oDt 
conduits \ partager l'équation (XXVI) dans les 'équations (XXYII] 
iBt ^XXWII) conduisent également à décomposer chacune de ces 
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Serniires en deux autres t de sorte que fînalemeut l'ëquation (XXVI) 
donne haissance aux quatre suivantes : 






i-0 



dm 



_ ditt 

dy d^d^ d»'dy' 



,+.... 



d'f dli»- 

. 4;" dJtdf" ">"■••■ 

dlT 



(XXIX) 



jr= 



jtf_i2.+±2._..,. 

ex ix* 



}Z+< 



V' 






+.... 






r= 



dW d.Q 

* ■ï^+■cr■ 
dr """ira^-' 
^dr- 



^+< 



—37+- 






;...:. ; (XXXI) 
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iB-...Jj, iS — ) 



X étant une fonction arbitraire it x sans y , y une fonction arbitraire d* 
y sans X et C une constante arbitraire. À la vérité , il semblerait, 
au premier abord , qu'au lieu de C on dût avoir une autre fonction 
arbitraire de s sans y ; mais remarquons qu'en commençant les 
intégrations par rapport i y aa lieu de les commencer par rapport 
à « , on serait conduit à conclure qu'au lieu de C on doit avoir 
une fonction arbitraire de y sans x ; d'où l'on voit que C De doit 
renfermer ni ;r ni y , et ne saurait être conséquemment qu'une 
simple constante arbitraire. 

48. L'équation (XXIX) ne renfermant plus ainsi que les don-- 
nées primitives du problènïe sera conséqucmment l'équation diffé- 
rentielle pjirliellc de la surface cherchée. En l'intégrant » on en 
déduira la valeur de s exprimée en jr , y , fonctions et constantes 
arbitraires, de laquelle on concllara ensuite celles de Â, /« m,n^ 

o,pt exprimées également en s , y , fonctions et constantes 

arbitraires. On substituera ces valeurs , ainsi que celle de x , dans 
les trois équations (XXX , XXXI , XXXII) , qui dès-lors ne ren- 
fermeront plus que s , y , des fondions arbitraires de ces deux 
variables , des constantes arbitraires , Z et ses divers coefBcîens diffé- 
rentiels , les deux fonctions arbitraires X el Y ci la conUanle €, 
Ces équations, ainsi transformées, serviront à déterminer les ooni- 
tantes' et fonctions arbitraires introduites par l'intégralion de l'équation 
(XXIX) , de manière à satisfaire aux conditions relatives aux limites. 
Sfais, comme des détails suF^o«;siijet nous eijtraineraient trop loin, 
nous BOUS bornerons ï donner un exemple de la nchcrche d* 
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r^ualioD difFdrentîelIe partielle , en nous proposant 1« problème 
luivaat : 

PBOBLÈME V, Quelle est la moindre sur/ace , tnire toutes 
celles çpi sont intere^tées par une même surjece prismiqae ou. 
tylindriqu» indéfinie donnée ? 

Solution, Soient pris le plan des xy perpendiculaire et l'a&e dea 
X parallèles aux arêtes ou ëlémens reclilignes de la surface cylln- 
driqoe ou prismîque donnée ; les axes des s et des y dirieés 
d'ailleurs comme on le voudra dans leur plan , étant Dëanmoias 
perpendiculaires l'un ï l'autre, La question se réduira ik rendre 
minimum nDtëgrale j^d^d/j/i-H'+m» T bornée à It surface da 
prisme et du cylindre. 

Mous aurons donc ici Fsj/ï+ÏHh»» » ^'o" (4o) 

*-7î^. "=•..:•.•; 

P=o ,..:..; 

4. (!+(■+»••)• ' 4? —''>•• = ••* •> 

'X ~ (>+''+"■)* ' ixfy~'' • > 

i't 

' En conséquence , réqnktion (XXIX) deviendra 
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(r+nï»)n— 2/nio+(i+/'V=o ; 

M teUe sera l'équatioa diff^reAtietlè partielle ée là aarfaee tlhétAéi. 

Or , it est connu qu'en reprësentanl pu f l'un cles^«uz fïyoa» 
decourbura principaux d'aat sdrfaoe qaeldonqiK , en l'an quekonqa* 
de «es pointa, «es. deux rayons acMit 4oDtti!s par tVqaatton 

dohc t'éqaatîon ti-dessna est «elU ^o toutes les Mffatis qtiî , en 
chacun de leurs points * ont leurs deux courbures principales cgates 
et de signes coatraires. 1\ n^ a dene ^u« des Sbi^aCos de 'ce genre 
qui puissent résoudre le problème q«e nous nous sommes proposé. 
Leur espèce particulière d^endn , dafli chaque cas , de Ja nature 
des condhions prescrites pour les limites de l'intégrale (*). 

Alïn donc de pouvoir compléter -h solution du problème » il 
faudrait ^ «Vdo\ 'Idut , intégrer l'^uat'tea 

malbenreuMuent , îedmnie l'observe Lagrange , les intégrales qo'e» 
en a obtenues jusqu'ici ne sont pas sous une forme qui puisse s» 
prêter aux appticatiens. . 

5o. Si l'on avait propose %' détermTrietr Ta sHrface de moindre 
étendue , entre toutes celles qui ae terminent à la même eeurbe 
plane ou i- double eoorburiî domiée * ta question aérait rentrée dans 
la précédente , puisqu'on peu! toujours îtiiaginer une telle courbe 
comme tracée sur une aurfaéa ayant toutes ses arêtes ou élémens 



(*> To^ex , sur ce tui«t , nue dittcrtatton âuéréc i la page l43 du TIL* 
y lii i a du piétent recdcïL 
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rtctnignes ptnlUlaali l'txc des s , et it en serait eocora (H méms 
•î U l'iaùle donnée itait un polygone plan ou ganclie. 

5t. Mais si l'oo demandait la suifaoe de moindre étendue entre 
toatii celles qui ae terminent à d'aulras fucfaees donnces , nos mé- 
thodes actuelles ne ««raient plus applicables, attandu qu'elles sup- 
posent •ssentlellement que m et y ont aux limiloi des valeurs ou 
une relation indépendantes de ta valeur de x. Nous dirons bientôt 
comment on pourrait éluder cette difficulté. 

53. Soient P, Q, A,.... des fondions données à^' s , y , x, 
/ , ni , q , .«>. , et « , Â , « , des constantes données. SI l'os de- 
mande, entre toutes les valeurs de z fonction de « ety qui , entre 
des limites données , rendent 

//Pdxfy=a , Jfqàxàf=:h y f/MxAy^c ...... (XXXIII) 

quelle ea celle qiv « «Dire lu méivei Ii«it«9 t rend ^4/ffmi^ 
ou miaimum l'intégrale 

OÙ u est snssi une fonction donnée àb x , y , i , l , m, a, ;...:; 
en raisonnant comme nous l'aTonsdéjà fait(i4; i5 et37)> on rerr» 
qu'en posant 



r=V+JP-^BQ^CR+ . 



tout se réduit k rendre JJVàxHf maximum ou minimum , entre 
ks mêmes limites , sauf ensuite à déterminer les constantes A , 
B , C , .,..» 1 l'aide &m conditions (XXXIII). Voici un exemple 
d'un' problème de ce genre. 

53. Problème ri. Entre toutes les surfaces çui re/raneJiept 
iun prisme ou d'un cylindre droit à hase quelconque et (Tunâ 
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hauteur inàèjinie arts portion d'un volume donné , çu^h est eâlh 
dont faire , terminée à ta surface latérale de ce prisme ou de ee 
^lindre est la moindre possible? 

Solution, Soit pris le plan de la base du prisme oa du cylindre 
pour celui des sy qtie nous supposerons rectangulaires, mais d'ail- 
leurs de direction quelconque , et s*it l'axe des < parallèle aux 
arêtes ou ëlémens reclilignes de ce même prisme ou de ce même 
cylindre. Soil tf* le volume de la porlio'n du cylindre intercepte 
. du câté de sa base par la surface cherchée , nous devrons avoir , 
dans les limites déterminées parla surface latérale du prisme ou 
do cylijidre 

//■zixif^c' , 

de plus , entre le» mêmes limites , J/3xdy^ i+l*+m* devra , comme 
ci-dessus , être un minimum. En conséquence , tout se réduira à 
rendre tel , toujours entre tes mêmes limites , l'intégrale 

sauf i déteimioer çnsuite conresablement la constante A. 
Nous aurons donc ici f = \/ i-fj*^iB>-(-><2 , d'où 
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3» (!+;•+»'')' ' ci*" ~ * ' ' 

dM (t+r')p—tm 9 d'O 

d'P 



En cons^uence , IVqaation (XXDC) deviendra 

équation qa'oa doit encore moios espérer d'intégrer d'une tnantire 
commode pour les applications qne œlla que noHS avons ebtenna 
ci-dcssos. On s'assurera facilement qu'elle comprend conraie cat 
particuliers la sphère ainsi qne le cylindre et le cAne de réToiulioB. 

54< Quelque étendus que puÎMeot paraître lu développe mens 
que nous venons de donner , dans oe paragraphe et dans les deux 
précédens , ces déveUppemens ne doivent néanmoins Atre considérés - 
que comme une introduction à la véritable méthode qui va pré- 
scnlement nous occuper , et que comaoe un moyen d'en bien faire 
saisir l'esprit et de bien faire comprendre la nécessité des considé- 
rations qui lui serrent de b.-ise. 

55. On a vu que le problème de la plus courte distance enire 
deux courbes planes tracées sur un même plan , qui avait r^lsisté 
aux nréthodea du §.1, a cédé sans efforts a celles du g. II; et 
c«U parce qu'ici , au Iteu de considérer x tt y comme fonction 
l'une de l'autre , nous les avions cessidérées toutes deux comme 
fonctions d'«iDC troisième variable z; mais, dans ce m^me $.11, 
nous avons éprouvé un embarras pareil i celui que nous avons 
relMWitré dans le §. I, du moment que nous avons voulu traiter 
'J'om* JUIL Q 
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le probicmï de la plus courte dislance entre denx surfaces loorbea 
données ; et ce) embarras s*est reproduit de nouveau , dans le présent 
paragraphe ^ pour la moindre surface entre des surfaces données. 
Eu so laissant guider par l'analogie , on est conduit Â penser que 
cel obstacle ne se serait rencontré dans aucun de ces deux endroits 
si , 811 lieu de considérer x et y comme fonctions de z dans le premier 
cns , et «comme fonctions de jr ct^ dans le second , nous les eussions 
considérées toutes trois, comme, fonctions d'une quatrièo)^ variable , 
dans le prcniier , et comme fonctions de deux nouvelles rariables 
dnns le second, ce qui', comme l'on sait, est toujours permis ; et 
c'est ce que la suite tnontrcrj clairement. 

56. Voilà donc noire plan tout naturellement tracé. Qjiel que 
soit le nonibla tant des variables indépendantes que des fonctions 
de ces variables , et quel que soit en même temps l'ordre de {'in- 
tégrale à rendre maximum ou minimum , nous supposerons cons- 
lanaoïcnt toutes les variables, tant indépendaDtes que subordonnées , 
fonctions d'une ou de plusieurs variables nouvelles, en même nombre 
que les varîubtes indépendantes primitives. 

57. r^ous allons appliquer successivement ces considérations aux 
divers cas que nous avons déjà traités; mais comme d'ailleurs les 
raisonnemens tbéoriques demeurent exactement les mtémes qu'alors, 
nous nous dispenserons de les énoncer , ce qui rendra notre 
marche beaucoup plus rapide. 

§. IV. 

58. La variable y étant fonction de la seule variable indé- 
pendante s , el U étant une quantité composée d'une manière connue 
quelconque eo x , ctt y et en coeiBcicos différentiels do cette der- ' 
nicre variable , proposons-nous d'assigner la valeur de y en ;r qui 
rend l'intégrale fUàx maximum on minimum , entre des limitca 
données ? 

5g, Four résoudre celte qoestloo , nous commenceroDsparpaM^r 
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par les moyens codqqs , de l'bypothcse de y foncUon de j à cel!« 
Ae X ti y fonctions d'une troÎMème variable t , ce qui fera prendre 
i notre inl^grale la forme JVàt , où F sera 'fonction de 'a , y 
et des coeffîciens dlHerentiels 



iû a'x d'à: fy i'f ti'/ 



qae nous reprësenterons respeciiTement , comme Doas en sbmmes 
coDTenus plus haat , par 

s'ysff^xi" ^' ^f" ly'" % 

Supposant «flsnite' qde x ex y dcTléaneot réspectitement 

jH-iX, y-i-ir, 

où X et T sont des fonctions arbitraires de / , et / un nombro- 
abstrait d'une petitesse iUimitée > Jfàt deriendra alors 

£d conséquence , la condition commune axx masimum at au mini—, 
mum sera expiimée par }'éqaal!on 



w 






60. Or, on a 
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Ce ç|ai donmn^ en Mibstiiuantt 



(3) 0= 
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4(FH^J+(a>)"- -J^ 

-[(^)-(.>)'+-M(-^.)-->"^-" 



équation qni se décompose en ces deux-ci : 



(4) 



Censt^ 



(5) 






6i. Cela posé , les fonctions arbitraires ^ et T* de / derani 
conserver t'indëpfndance la plus entière dans toute l'étendue d« ' 
l'intégrale y l'éij^aatioa (4) donoera séparément 

:ro/n. XIII. lo 
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°=(^K^HS)"-(^.)"'+ \ 

°=(fHfH.T")"-(^r- r'' 

lesquelles straieot deux équations distîoclea en a; , )^ et 'j si « 
ei y étaient des fonctions détcrininëes de /; dj^ sariev qu'il faudrait 
éliminer t entre leurs îniëgrales pourpSFvenir h la reUtïon chcrch45tt 
entre x et y.; mais, comme ce n'est rëellement que par une sorte 
de fiction que x et y sont considérés comme des fonctions de / i 
et que CCS fonctions demeurent absolumeni indéterminées , il arri- 
vera que les deux équations (6) devront admettre un facteur commun 
qui , égalé à zéro , sera de même forme qu'une équalîan primitire 
en X al y sculemoiii qu'on aurait diiTéreotiëe une ou plusieurs fois , 
en y considérant x ei y comme dus fonctions de / , et par con- 
séquent en y faisant varier djr. aussi bien, qire .d)' ; enpoHntdonc, 

dans cette équation , /=f , d'où xf=-i , »"^^o , x*"^q , on 

aura, sous fonne différentielle , la relation cherchée entre « et y. 

62. Marquons présentement des indices o et i ce que doivent 
devenir, aux deux limites de l'intégrale , toutes les diverses .quantités 
dont se compose l'équatioa (5) ; celte équation devant avoir lieu 
à ces deux limites, comme dans tout le reste de l'inlëgralc, on 
devra avoir ^ À la fois, 

[c^)-(S)>(^.):- •> 

-u\<u<u- ■]-• ^ 

+[(^^x-(^o>->--[(a->-- 
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lai-m-mr •]-■ 

^(S0,-(^)>-]--[(^0.-->+- 

mnu-^m- i^-. 

d'où, en retranchant , on conclura, ^our \' équation aux limites f 

K^K£r-"->-[(l^).-(aT:)>"->'.+[(^.),-'->'''^--- 

,-{S)>(S):->-[(.^i-(^.)>->-[(^)--->"-" 
-(^)>(^):---h+[(^)r(^):-"M($).-"--]''''.- 

63. Cela pose , sî aucune condition n'a élé prescrite rclaiirement 

aux limites de l'intcfgrulc; c'est-à-dire , si les valeurs Ab s ,x' , x" , 

Y y y' * y" y peuvent être quelconques à ces limites, les fonction* 

X, y, el par suite les dërive'es X' , Y' ^ X" , Y", devront, 

à ces mêmes limites-, conserver toute leur indélermioatîon et toute 
leur indépendance ; l'équation (7) ne pourra donc subsister alor» 
qu'aalaot que let muttlplicateurs de 



W 



x,,X', , X'\ , , r, , r, , Y", ,. 

X, .X', , J^, , r, ,Y\ ,Y'i, ,. 
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seront séparément nuls ; on devra donc aroïr séparëmenl 

"Kâp-X-Cd-X+Cd?;) - °=(dP^) -Csp;) +•- "'isn.X—-' ■■■■ 

°-i3?-;,-(.ï5^;.+lï?'A- ''=Cdï;;,-(d-;?; ).+••••• 'K^^.).- 

HU<U<'^X- °=(^^l-(^)> »=(R- 

-cf ).-(i^)>c^):--. °=(.^),-(i^)> °=(^.),- 

équations qui ^ en gênerai , seront en même nombre que les cons- 
tantes introduites par l'intcgration , et qui serviront h en assigner - 
les valeurs. 

64, Si l'une des limites est fiie , la première par exemple ; c'esl- 
à-dirc , si les vnleurs de x et y à celte limite sont donniïes , il est 
clair qu'on devra avoir également X^=o , Y^=o', el l'on devrait 

avoir aussi X',^o , T'^^o , X"o=^o , Y'\ — o; si l'on 

exigeait qu'à la limite, dont il s^agii x' ^ y' , x" , y" , eussent 

au^si des valeurs données * cela ferait disparaître autant de termes 
de l'équation (7) } de sorla que , s'il devait en être de même à 
l'autre limite, cette équation se trouverait satisiaïte d'ellc-uu'me ; 
mais alors les constantes introduites par l'intégration se délermiue- 
raient en exprimant qu'à l'une et à l'autre limites 4;, x' , x" ,,.^, 
y 1 y' t y" ,-*-• ont les valeurs assignées. 

65. EnBn , l'une ou l'autre lîmiie peut n'être ni absolument ^ 
fixe , ni absolument arbitraire. On peut exiger, par exemple , qu'à 
la première limite, on ait , entre x et y el leurs cocfficiens diffé- 
rentiels , une su plusieurs équations de relation , telles que 
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F(s,a',t" , — r>y'>r" > — )=£=o i 

«1 en résultera l'ëqualion 

:+(f)/.+C^)/'.+(^)/".+- f9) 

«t on pourra en avoir d'analogues pour Tautre limîle. On ajoutera 
alors & l'équation (7) les produits de ces équations par des 
jnuliiplicateurs indëterminés ; égalant ensuite à zt!ro dans l'équa- 

tionsomrne, les coefficiens des diverses fonctions K^K', X" , 

Y ) Y' j Y" , et éliminant enfin les multiplicateurs indéterniïnëa 

entre les équations résultantes , il en résultera des équations qui , 
fODJointemeut avec 

Zo=o (10) 

et «es analogues, serviront \ déterminer les constantes. 

66. Appliquons -ces procédés à un exemple. 

PROBLÈME VU, (Quelle est la plus courte distance à une 
tourie plane dun point situé sur le plan de cette courbe ? 

Solution. Soient (0 , ^) le point donné et X=o l'équation de la 
«ourbe donnée en ir et y ; la longueur de la distance cherchée sera 
yd/^^Si+^j de sorte que nous aurons fs^/pH^^, et par suite 



(^> 



il)- 



V/»-.-h-'- 






(^)=- 
^'(^J- 
(^)"»"^ 
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yvr"' K'ï?)" v/i^+F-' \ï?)-°- 

\V J~ (•»+?'■)' '^V ) "' 

(-7)=° 

Eo coDséqaenee p les ^qaalioai (6) deviendront 

et seront conséqaemment satisfaites l'une et l'autre eo posant 



(«"-H")* 



=0, 



qui sera coDsëqnemment l'équa^on diffërentiellâ de la ligna 
cbercliëe. 

Cette équation roTÎent simplement à 



*'/"— ^#"=0 , ou 






ce qui donne , par une première intégration 

y=Uf«' d'oà yf^Ms' , 

et , par une nouTeUe iol^gratlon , 

y=Sis+G ; 
c'esV^dÎEe ^e la plus couEte ligne qi;e l'on puisse mener \ une 
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courte plane d'un point situé dans le plan de celte courbe est, 
«n général, une ligne droite. Voyens présentement quelle en doit 
être la direction. 

D'après les précédentes déterminations , l'équation (7) devient 



=A-. . ° , X.+- 



on , en y mettant pour y^^ et y', leurs valeurs Mx'^y A^^^* 

or, comme \ la première limite on ^oît avoir x=a, y~^% ■! 
s'enSDÏt qu'on doit avoir aussi (64) ^^0=^) ^o~o> <^^ ^'^''t* 4"^ 
l'équation aux limites se réduit aimplement )i 

« ^ . "y 



mais , Sk la seconde limite, en doit avoir, entre S tKf t l'équation 
de relation £=0 , ce qui donnera (65) 

Ajouiint le produit ,de cette équation par x il la précédente , il 
viendra 

égalant alors à zéro les coelBeicns de X, et Y^ f on aura les 
deux équations 
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entre lesqaelles dliminant x , H viendra finalement 

(S).-(f).=- . 

mais , d'un autre cdté, an di/T(frenliant fé^iutioa Zteso , conside'K* 
comme équation en x et y, il vient 

qui , comlûi^e avec la pr^c^oie ^ donna 

d'an autre càié , si dans l'ëquatioD 

en aubsiilue le» cocffdonoées du point ,(d , j) , en- aara ^ en 
retranchant , 

netlant donc dans celle dernière pour M la Tafenr donnée par 
l'équaiiou ci-de«sus , ii viendra , pour l'ë^ualion de la ligne 
chercha ji 
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(>•-«) ^ +(*-«)=<>, 



ce qui noas apprend que la plus courte distance à une courbe 
plane d'un point situé sur le plan de cette courbe est la normale 
abaissée de ce point sur cette courbe. Il est facile d'en cooclure que 
le plus court chemin entre deux courbes planes , tracées sur un 
même plan , est la normale qui leur est commune (*). 

67. On voit donc, ainsi qne nous l'avions annoncé (55) , ou'en 
considérant ;r ei ^ comme fonction d'une troisième variable t , 
le cas des limites variables n'offre plus aucun embarras. 

.. s- V. 

68. Les variables « et y étant fonctions de la seule variable 
indépendante 2 , et 1/ étant une quantité composée d'une manière 
connue quelconque en z , j: et ]^ et en coefficiens différeniicls de 
CCS deux dernières variables, proposons-nous d'assigner les valeurs 
de f et y en z qui rendeni l'intégrale JlJàz maximum ou minimum , 
entre des limites données? 

69. Pour résoudre cette question , nous commencerons par passer » 
par les moyens connus , de l'hypolbèse de « et y fonctions de x 
à celle de jt , y , z fondions d'une quatrième variable t ; ce qui 
fera prendre à notre intr'grale la forme /VÀt , où F" sera une fonction 
déterminée de f , y , z et des coefficîens différentiels 



■(•) On doit remarquer lonlefori que la condition da maximum éisnt U tnèmt 
que celle du minimum , celle nonnale commune n'eïl proprement minimvm 
qu'autant qu'elle se termine aux parties convexe» des deux coarbej. 
Tarn, XIII. , , 
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dix d/ if d'y 



<ll> 



dll 



d<i- 



que nous reprësenlerons respectivement par 

*' , X" , x"' yi , y" , y'" , J' , «" , i"' ,...., 

Supposant ensuite que ^^ /» £ deviennent respectivement 

dt+a , j'+jT , xA-iZ , 

où X , Y , Z sont des fonctions arbitraires de / , et i un nombre 
abstsait d'une petitesse inimitié > jVàt deviendra alors 

ce qui donnera, pour la condition commune au maximum et au 
minimum , 



<^>+{%y*&"-^-- 



(,2) 
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70. En traitant celte équaûoD comme nous l'aTons fait (60)' 
de l'équation (3), elie deviendra 



(-3) ''=i+L(^)-(f K^)"-(I^O"+- 

[(i^K^OX^O"- •]- 

+[(^)-(S-K--M(^.)- K 

4(f K^H^T- ]- 

^{(^H^K^O"- •]- 

. De là <»i conclura d'abord l'équation 

[(^H^-KS)"-(^)'"--]-, 
<(f)-(l^)'-KI?0"-(.^)"'---]^ 

+[(ï)-(^)'-(£)"-(^,r+-> 



+ .... X 






f-« 
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Si aucune eondîllôn particulière n'a été imposée entre les limites 
de l'intégrale , les .fonctions A, Y, Z devront , entre ces limites, 
coiiserver toute leur indépendance ; ce' qui décomposera cette équa- 
tion en ces troîs-ci : 

desquelles on déduirait , par l'IntégralioD , les valeurs générales de 
s,yf£ent, et constantes arbitraires , si :e , y , £ étaient réel- 
lement des fonctions déterminées de celte dernière variable ; mais , 
cocnme ce n'est que par une sorte de lîction qu'elles sont consi- 
dérées comme telles , il arrivera , si toutefois le problème est pos- 
sible , que chacune de ces trois équations se trouvera comporté* 
par les deux autres ; que par conséquent elles n'équivaudront rëctle- 
xnent qu'à deux , lesquelles ne seront autres que celles qu'on obtiendrait 
si, ajant deux équations de relation entre s, y^*» on les dilTé- 
rentiait une ou plusieurs fois * en y considérant ces trois variables 
comme des fonctions de f ; de sorte qu'en posant dans ces équa- 
tions /=x d'où z'=i , z"=o, z"'s=Q t on aura , sous forme 

différentielle, les relations cherchées de Jt et y à c 

73, Mai^ il pourrait se faire qu'au lieu de demander les valeurs 
de s et X' en 2 qui rendent /Udz ou /Fdt maximum ou minimum 
absolu , on demandât de ne rendre cette intégrale telle que par 
des valeurs satisfaisant i une équation de relation donnée ; dès-lors 
X, Y, Z , toujours arbitraires , ne seraient plus absolument In- 
dépendans. En représentant , en effet , par 5=»o l'équation de re- 
lation donnée , on devrait avoir 



, Google 



INDSTERMINKES. 

. iS . 



Ajoutant \ l'^uatioD (i4) le produit de celle-ci par N , il viendrait 

k<^)+(^K^.KS)"-(^)"'+->) 

égalant alors s^pariment, à zëro les multiplicateurs deJT, Y,Z j 
et éliminant ^ entre les trois équations résultantes , on obtiendra \t 
double équation 

(^) 

laquelle , dans l'hypothèse actuelle , ne devra compter que pons 
une seule , dont il faudra combiner l'intégrale avec t$=o , poui 
obtenir le&' Talents cherchées de ;r et y en Tonctàon de x. 



(>«) 
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73. Quant i l'dquatioD aux limites , elle sei^ évidemment ici 

[(,^3r(^K-SM-[(S)r(.ïO>-">.+[(^-).--">.+-" 

{(^H^)>(^'):--->"-[(.^l-(S.)>-->'.-[(.^).-^--K--- 
{(f).-(^)>(l^):-h+[(^).-(^)>-]--[(^0.--3-- 

4(f).-(^)>(a^0:---^-[(^)-(a^)>-"h-[C.^)-"--]---"- 

^[(S).-(^)>(^):-->4(^).-(^)>-]--[(^)r->'-- 

-[(i^).-(^x<^):--M(^x-(^-)>>«-[(^).--">'---- 

ks indices o et i ayant ici la même signification que cî-dessus; et 
Toîci l'usage que l'on fera de cette équation. 

^4- S> aucune condition n'a été prescrite relatÏTement aux limites dc- 
l'inlégrale; c'est-à-.dire , si à ees limites , les valeurs de jr , x' , a",,.,. 

y > y* • y" * t ■*'»■*" » ■•-• peuvent être quelconques , les fondions 

X, r, J?, «pat suite leur» dérivées A"' , Y' , Z' , X" , Y",Z",.,., 
devront , ï ces mêmes limite», eonscrver toute lear iodélermioation 
et toute leur indépendance ; l'équation (ig) ne pourra donc subsister 
alors qu'autant que Les multiplicateurs de 

x^ , X'„ , x"^ , .« , r, , ru , ru , .... , ^o > zu , z\ , .„» 

X, , X\ , X'\ , -.. , r, , Y\ , Y"\ , .... , Z, , Z\ , Zi\ , — , 
seront séparément Dois ; on dcrra donc aroir s^patëraent 
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»=c^) .-(£)>c^-):-- °=(^) -(^ )>-. -c;:^.).--. 

'-(U<U<^Jr °=(^).-(^)> °=(|^X- 

(ao) 

»=(^) -C^j +C^).— •. <'=(^),-C5^;.-+-"' «Ki?.),- 

-(^'x-(S)>(^'):--' °=(^o -(S)>- -(^x— - 
<n-iu+m- -(^o -(^o>-' »=(^.x-- •••■ 

^qualioDS qui , en général , seront en même nombre que les cons- 
tantes iniroduîtes par l'intégration * et qui serviront & en assigner 
les valeurs. , 

■jS. Si l'une des limites est fixe , la première par exemple; c^esi- 
à-dlre , si les valeurs de x , y , z sont données i celte limite , il est 
clair que l'on aura X^'^o , 2%^0, Z„s:q, et l'on devrait avoir 
également A'.sso , T'^'^o , Z'^—o , X"a=o , Y"t^o , Z"^~o,. ...«*, 
si l'on exigeait qu'à la limite dont il s'agit «'»/*,«',«", y" , z" , ...„ , 
eussent aussi des valeurs données; cela ferait disparaître autant détenues 
de l'équation (19); de sorte que, s'il devait en ^tre de m^me â 
l'autre limite, cette équation se trouverait satisfaits d'elle-méine ; 
mais alors les constantes întrodaites par rjnt^valion s« détermine- 
raient en exprimant qu'A t'-une et Jk l'autre lîmilA «,]}', z ,*. 

*' y y* t ■«' ) *"» y'^» i" .■•"•• ont les valeurs assignées. 

76. Enfin, les limites de l'inte'gralc peuvSDt- a!étre^i^ flbselofflenC- 
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fixes , nî absolument indéterminées. On peut exiger, par exemple, qu'k 
U première limite , on ait , entre s, y , z , cl leurs coeJGciens difTé- 
renlieU , une ou plusieurs équations de relation , telles que 



F(s,x', 



•'ty>y'>y"> 



,*,«',*" )=Z=o j 



il en rësultera l'équation 






(..) 



et on pourra en avoir d'analogues pour l'autre limite. On ajoutera 
alors à l'ëqualion (19) les produits de ces équations p»r des 
muliipiicateurs indélcruilnés ; égalant ensuite & zt<ro dans^'équa- 

tion somme, les coefEclens des diverses fonctions X , X' , X" , 

Y, Y' , Y", Z, Z' .Z",..... et éliminant enfin les multiplicateur» 

iiideterniinës entre les équations résultantes , il en résultera des 
équations qui , conjointement avec 



i.= 



(") 



et ses analogues, serviront \ déterminer les constantes. 

77. Appliquons pr^ entemeni ces procédés à divers exemples. 

PROBLÈME VIII. Quelle est la plus courte ligne entre ieus 
points êe Vespace ? 

Solution. Soient (tf. , Jo * ^<>)t C^t > ^1 >^i^ les deux points donn^: 
I19US aaroBs ici ^= V's"-f:r"-f^ » ^^ P"^ coDiéquent 



y Google 



INDÉTERMINÉES. t 

/ df Y' 

(dr^=°' C d?-y= Tîiî^içsî • (-j^ )=»'•••- 

ïo/». X77i. 



.M 
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dans laquelle il faudra égaler séparëment i sëro les coelEci«Qa d« 
X, Tf Z. Gela ne dt/ooera que la double équation 

gf yH ^> 

a/ y »* * 
ou i par Qoe première îatégraiïon 

•t emuite 

exprimant cnsaîte que celte droite passe par Iss deux points 
donnés ^ od aura » en éllminaot lea cooslautts aib'itraircs , pour les 
équations de la ligne cherchée 

« •— a, j* — *» * — c. 



78. PROBLÈME IX. Quelh est » dans tespma ^la pius couru 
iigne d'un point donné à une surface donnée f. 
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Solution. Soît (a» t K * '^o ) le point donné , et sott £=o , 

l'ëqualîon en x , y , z dt la surface donnée ; on aura d'abord , 

comme dans le précédent problème* pour les équations générale! 

de la ligne cherchée 

if^Mz+G , y-Nz+H . 

En exprimant que cette droite passe par le point (a„ f h^t '«). 
ces éqnatioDS deviendront 

a—ao=Si(x-^^ t y-h^=N(z—Ct) , 

et tout se déduira \ déterminer les constantes Jf et N. 

A cause de la première limite fixe « l'équation aux limites sera 
simplement (19) ^ en supprimant le dénominateur commun, 

ou, en n:c:tar.t pour it' ^i y* leurs ralears Mz' , 2fz', «t divisanl 
par j' , 

en y ajoutant le produit de l'équation 

pu on mull'iplicateur. iaditermùi^ n , et i!galant emuile $iftti-. 
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meot 31 zitbf dans l'^uation Mmoie, let coeificueni de X, , T, ', 

Z, I il Tiendra 

d'où OD conclura , par l'élimination de \,' 
mais , en (lîir<éremtaDt. l'ëquation £,s=:o , on a. 

(37). 3^ + ("37),=»' 

/ dZ. \ dr, , / dL \ 

(i7;.¥; + (37).=''' 

taeltanf donc dans ces dernières les valeurs de f—^ ) *' V T" J » 
tirëes des précédenles , il Tiendra , en supprimant le facteur 

Ci).' 

jtf+ -— =0; iv4- -— =0 î 

Ml dy, 

ce qui prouve que la plus courte Ugne ion point â une surface 
courbe est la normale menée de ce point à cette surface \ d'<ii il 
est facile de cimclure que la plus courte ligne entre deux surfaces 
coùràes ' est la n«rmule gui Uup est commune.^ 
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79. PROBLÈME X. Quelle est , dans l'espace, la plus courte 
ligne d'un point donné à une courbe donnée quelconque? 

Solution. Soit encore, comme ci-dessus ^ («, , i, , f,) le point 
donné, et soient jif^o, 2.=:o les deux équations de la courbe dont 
il s'agit ; nous aurons encore , comme dans le précédent problème , 
pour les équations générales de la ligne demandée 

•t pour l'équation aux limites 

'an lui ajoutant les produits respectifs des ëquationi 

par des mulllplicateur» inJétemimis » et ,, et égalant «Sparant k 
a»!ro .dans l'<lquallon soiame, Ie> coeScieDa de X,,Y,,Z,, il neiidra 

«+<^).+'(§)=o. 

ïoù on conclura , par l'ëlimination de a et f* j- 

Jcm. Xrn , n.' m , i.'l siplemtre 182s.' ,3 
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£,=0, on a 
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+4C^).(S)-(^).(^).] • 

+ [(^).(f )-(v).(S).]i 

système des deux ëqualions jr,=o ; 
d'où 00 conclut 

[(^i(f-).-cf).(fœ 

=[(f);(-^).-(^).(f).]- 
=[(v)X^Hv).(^).]' 

aa moyeD de quoi Tëquatloa ci-de»so» , en Jlf et N, deViendr* , 
parwbsVitution et suppression du facteur commua, 
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■+«£:+^^=°. 

ce qui prouve que la plus courte Hgne d'un point à une covrhe 
est la normale menée de ee point à cette courbe ; d'où il est facile 
de conclure qne la plus courte ligne entre deux courbes ^uelcûnque$ 
est la normale qui leur est commune. 

80. De ce résultat et de celui du prëccdeni problème ^on peut 
conclure également que la plus courte ligne entre une coitrès 
et une surface courbe quelcen^e est la normale commune à tune 
et à r autre. 

81. PROBLÈME XL Quelle est la plus courte ligne entre deus 
points sur une surface courbe donnée ? 

Solution, Soit 5=o l'équation de la surface courbe dont il s'agit; 
pour donner deux points sur cette surface y il suffira de donner 
leurs projections sur le plan des xy ; nous supposerons qae ces 
projections sont (ff^ , b^^ (u, , ^,). , 

Nous aurons encore ici , comme dans le problème VIII , 






h 



mais les fonctions X, T ^ Z derront être liées entre elles par 
la condition (i6) 

Ajontant le produit do cette équation par x li la précédente , ei 
égalant \ zéro les coe/Bcien» de A^, K, Z , dans l'équation résal^ 
tante, il viendra, après l'élimination d« h entre les trois é(iaatioii« 
auxquelles on sera parreDn , 



, Google 



Qo INTEGRALES 

surface sur laquelle elle est tracée ; et que par ronsëqaont son rayon 
de courbure absolu est partout normale à celte surface. C'est , au 
surplus, ce qu'on peut rEconnaiire aussi par des considcraliona 
mécaniques ; la courte cherchée ne devant ^tre autre que celle 
qu'affecterait un fil élastique que l'on tendrait entra les deux points 
donnés , et sur lequel la surface donnée n'exercerait aucune sorte 
de frottement. 

8a. PROBLÈME XII. Quel est , sur une surface donnée , h 
phis court chemin d'un point donné à une tourbe donnée ? 

Solution. Soit toujours 5 = l'équation de la surface donnée , et 
soît ^=o l'équation d'une autre surface qui la coupe suivant la 
courbe donnée. Soient enfin (a , h) les coordonnées de la projeciion 
sur le plan des sy du point donné sur la première des deux sur- 
faces. Ij'équatîon générale de la ligne cherchée sera encore la mérne 
que ci-dessus , et il ne s'attira consçquemment que d'avoir égard 
aux conditions relatives aux Kmites. 

Or , l'équation aux limites sera ici (73 , 77) simplement 



!■.+ ; 



. puisque la première limite est absolument fixei A la seconde « «a 
devra avoir 

a=o ; 5=0 ; 

d'oi (76) 

Si ,.i r^nation «nx limites, on ajoute les produits de ces denx-cl 
par n et I» f et qu'apré» avoir égalé à zéro, dans l'équation somme , 
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les eocilîciens de X,, Y, , Z^ , od élimine x et /* entre le» ëqaa-, 
tioDS résultantes} il vleodra 

+r'.[(^),(^)-(i").(^).lH 
-'■[(t-).(f)-C^),(SO.]l 

mais , si l'on diflF^rentle les deux équations fî=o , 5s=o , en y consi- 
dérant s et Y comme des fonctions de f , il viendra , en passant 
k la limite , 

(AR \ àx, j/ dfl \ dy, ^ iR \ 
fASy^ i', ,/àS\ ày, j/ <W \ 
équations d'où l'on tirera 

=[(^).(THf ),(^)Jë • 

Ll J» /A <*■ J.~\ àr Av. <i* >,Jd., ' 
metUDt les valears donoëes pir ces deux dernières dans l'^aatioB 
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ct-dessDS , et aupprimant le facteur commun dans IV^aatîon ti- 
aultaote , il viendra , en divisant par z', , 



te qui montre que /û plus courte îignt tracée sur une sur/ace 
courbe , Sun point donné à une courbe donnée , doit couper cette 
tourbe orthogonahment. 11 est facile d'en conclure que la plus 
courte ligne tracé» sur urne surface courbe entre deux courbes 
données doit couper tung et l'autre courbes orthogonalement ; la 
courbe doit d'ailleurs , daos l'un et l'autre cas , avoir ses rayons de 
courbure constamment normaux \ la surface sur laquelle elle est 
tracée (*). 

83. Poar compléter la tâche que nous nous sommes imposée i 
nous aurions encore à traiter des .intégrales de \3lIotxm fJVàxày ^ 
où z est fonction de x et jr, et q.ue, pour suivre l'analogie, il 
faudrait d'abord ramener 1^ la fortne /fVÀtàu , dans ' laquelle x , y 
et z seraient tous trois fouclïons de / et »; mais la longueur et 
la complieation des calculs reculeraient , d'une manière notable, les 
bornes de ce mémoire , déjà excessivement long , et que même 
nous n'aurions pas entrepris , \ travers nne multitude de distractions 
sans cesse renaissantes , «a que du moins nous augrions remis à une 
époque plus favoTable, si , dès l'abord , nous avions pu en prévoir 
l'étendue* 

84- Que 31 présentement on nous demande quels avantages peu- 
vent avoir nos notations et nés œëlhodes sur l'algorithme et les 



(*) On ne doit pu perilrr de Toe , tu surplus , qu'il u'j a propT«meat 
minimum que lortqae U courbe chercbée h Icibûm à de* parties coBTszea 
eu coiubel dcnn^CK . , 

procédés 
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procèdes ordinaires dn calcul des variations , et quelles vi^rités nou- 
velles nous avons ajoutées à celles qui étaient dé]h découverlps, 
nous répondrons que tel n'a pas élé noire but ; que noua conseil. 
lerons même de préférer , dans la pratique y comme noos employons 
nous - mêmes pour notre propre usage , la méthode des variations 
proprement dite. Tout ce que nous nous sommes uniquement pro- 
posé , c'est de ramener la solution des problèmes qui ont donné 
naissance it cette méthode, i une forme qui n'exigeât que l'appli- 
cation des notions les plus communes , des théories les plus vul- 
gnires ; c'est en un mot de faire ensorte qu'en lisant ceci chacun 
demeure convaincu que les questions de maxima et de minima , 
dans les formules înlégrales indéterminées , n'exigent pas , pour 
être résolues, plus de contention d'esprit que n'en demandent tant 
d'autres questions qui, jusqu'ici, n'ont pas passé pour difficiles ; et 
nous n'aurons aucun regret de nos soins , ai l'on trouve que noas 
ne sommes pas demeurés trop loin du but. 

05. Nous devons, en terminant* réclamer l'indulgence du lectei^r 
pour les négligences, nombreuses sans doute, et même pour les 
erreurs qui auront pu se glisser dans cet écrit. S'il en faut croira 
ce qu'on trouve dans un Opuscule de M. le D.' Prompt , 
imprimé en 1830 , le travail de l'illustre Lagrange sur la même 
matière ne serait pas Ini-méme exempt de reproches. Les notations 
etnbarrassantes de ce grand géomètre d'une part , et de l'autre le 
laconisme de M. Prompt , ne nous ont pas encore permis de vérifier 
jusqu'à quel point ces reproches peuvent être fondés ; mais c'est 
là un sujet sur lequel nous nous proposons de revenir dans une 
autre circonstance (*J. 



(^ Le lectfur eit prid d'observer qu'L 11 page 6 , lî^ie 7 , on remontant » 
tous le> it doivent être chai^* en dit. 



Tom. XIU, % '4 
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ANAL [SE TRANSCENDANTE. 

Élclaircissemens sur le développement de CoSt^x , en 
Jonction des sinus et cosinus d'arcs multiples j 

Par M. Pagahi Michel , ingénieur à Genève^ 



IVl. Poisson a fait connaliro le premier que le développement de 
Co5."'x , en fonction des sinus et des cosinus d'arrs multiples , com- 
posé de deux parties , l'une' récite et l'autre imaginaire , qui s'anéantit 
lorsque m est un nombre entier positif , doit , pour être exact , 
conserver res deux parties , lorsque m est un nombre fractionnaire 
on négatif; et que, par conséquent, te développement donné par 
- Euler est en défaut pour ce cas. Si l'on fait , pour plus de simplicité. 



on a l'équation 

2"'.Cos.";r=XiJyV::T . 

Si n=— , les deux termes du aeeond membre de cette équation 

subsistent , et l'on a pour t^ af^CotMs deux valeurs imaginaires. 
D'après M. Poisson, ces deux voleurs sont deux racines distinctes; 
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et il a montré comment ow pourrait les tirer toutes d'une mdtne- 
formule , en mettant à la place de x les arca^ , «+3», «-1-4W,- 

*+6» , jr+a;^ — i)w, dont le nombre est y , et qui , ayant 

tous le même cosinus que 3t , donnent la même valeur pour Cos/^r. 

Cependant M. Lacroix, dans les additions i son 1 raùé àe calcul 
àifférenliel et de calcul intégral ( lom. ÎII , pag. b'o5 ), obserTe 
que la the'oric de M. Poisson , quoitjuc très-satisfaisante , laissé 
encore à désirer gnel^ues éclatrcissemens , ï quoi il ajoute plus 
loin ; une plus ample connaiisance du sujet ne serait pas inutile 
car il présente encore Vautres difficultés , lorstju'on y introduit 
la considération des équations différentielles. Cela paraît d'autant 
plus nécessaire que , d'après un proct^dé de M. Deflers ( voyez 
même volume , pag. 6i6), il semblerait que la quantité y n'est 
que le développement d'une fonction toujours nulle, quel que soit 
m et quelque valeur que l'on donne & x. 

Avant de développer mes observations sur ce sujet , je crois né- 
cessaire de distinguer d'abord , dans toute fonction irrationnelle , ta 
quantité et la valeur. Par quantité d'un radical , j'entends le nombre 
qui , multiplié par une expression de la racine du même degré de 
l'unité, positive ou négative, et élevé ensuite à la puissance du 
degré marqué par l'exposant de ce même radical, produit la fonctioa 
qui en est affectée. La quantité est donc toujours équivalente ï ua 
nombre réel et positif, et elle est unique , quel que soit son expo- 
sant. J'appelle i^aleur d'un radical , l'expression, soil réelle, soit ima- 
ginaire , qu'on obtient en multipliant la quantité du même radical 
par une quelconque des racines de l'unité , positive ou néea> 
tive» et telle qu'en l'élevant Ji la puissance indiquée par le radical 
on ait la Tenclion placée sous le signe. D'où l'on voit qu'un radical 
doit avoir autant de valeurs différentes qu'il y a d'unités dans soo 
exposant. 

. Cela posé , lorsqu'on veut obtenir , par les séries , la quantité d'un 
radical î/x , il est évident qu'il faut dérelopper la fonction (i,X;ï * 
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d'après la formule du binôme de Newton , en prenant le aîgae 
convenable pour avoir une série convergente ■, et la limite de la 
série donne la quantitë de {/jF. Nommons Q celte limite , et nou' 
aurons vi»iL)leuient y''jL= Q\^ Ai ; mais on voit que chaque 
valeur de y'i'ï est , en général, de la forme a-t-^^^; 
d'où il suit que les n valeurs du radical i^ x , seront toutes 
comprises dans la formule Q ,« + i* V^--ï) ; pourvu que l'on 
donne à •* et à ^ successivement toutes les valeurs dont ces lettres 
sont suscepiibles , d'après le degrë du radical. 

Nous avons tacilcment supposé que la fonclion X avait une forme 
réelle; mais , si cette fonction avait une foraie imaginaire , le développe- 
ment par la formule du binôme aurait lui-même une forme imaginaire , 
et l'on n'aurait plus la quantité, mais bien une valeur de {Xx Dans 
ce cas, toutefois, il no serait pas difficile d'en obtenir la quantité , 
et par suite toutes les valeurs. En effet , soit ^-^B\/ZZl le dé- 
veloppement de yx. Nous avons vu plus haut que toutes les valeurs 
de y''X sont comprises dans la formule (^»-\-p\/^i) , Q étant la 
quantité du radical , et »{-p\/ZI\ une des racines du degré n de 
-f-i ou — I ; il faut donc que , parmi ces racines, il s'en trouve 
une pour laquelle on ait 

Cette équation nous donne 

" • fi ' ° PB' 

La dernière est une équation de condition qui doit avoir Heu toutes les 
fois que l'expression A+B\/'^ est valeur d'une racine d'une 
fonction réelle, et fera connaître, dans ce cas, les nombres » et 

Jf B 

Il ; après quoi on aura la quantité Ç expnmée par — on par — , 

Toutes les vjileuts de y^X seront doue données par l'une de» deux 
formules 
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dans lesquelles il faudra mettre i la place de « et ^ les nombres 
qui satisfont à la condition — = — , sans cesser cependant d'être 

compris parmi ceux qui expriment la racine n™* de -|-' oti ~~i * 
et où il faudra de plus mettre successivement pour »' et fi' toutes 
les valeurs qui répondent i celte même racine n*"*. 

Le développement de a'".Cos.'"j: ëtant , comme nous l'avons dit, 
■^i^'l/— ' ; "**"s aurons ici -rfsA", .5=+^^''; et par conséquent 
la quantité de a.'^.Cos.'^s sera représentée par — oii par + — ; d'où 

il suit que toutes les valeurs de a''.Cos.'"j; seront comprises dans 
les formules 



■f(-'+'V=r). ±t(-'+'V= 



.). 



w 



II ne nous sera pas difficile maintenant de rendre raison de 
toutes les singularités apparentes que présente le développement de 
la fonction Cos."'jr. Et d'abord on voit , par les formules (c) , que 
cette fonction est de la forme '^A on A'X' , A et A' étant deux 
constantes ; et voiU pourquoi l'équation différentielle 



est satisfaite par la supposition de y=.A'X' aussi Lien que par 
celle de yxAX. 

En second lieu , l'équatiou ^^^ s — nous apprend qu'on a 

^=0 lorsque X'szo , et fice perstt. On voit donc pourquoi A^ t 
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qui est ^gal à ^ devient infini louies les fois qu'on a 

X^=^o; et pourquoi aussi on a X'=so pour tous les esposans de 
âCos.' qui ne sont point fractionnaires; puisqu'alors toutes les va- 
leurs de fi doivent être nulles. 

Pour faire une application des formules (p) , je choisirai l'exempla 
même que M. Poisson a traité. On a , pour ce cas , ;r = v , m= f , 

et l'on otlîent X={ù'J , -l-X'=-t- Jl_iX7; et, comme aCos.w 

r — — a ' 

saX— I, )t faudra prendre, paroii toutes les valeurs de j^'^ , 

celles qui satisfont k l'équation 



il est aisé de conclure de U qu'il faut prendre 

donc la quantïtë de v^xCÔTâ- est f/T « puisque — a =^'7; 

et toutes set valeurs seront comprises dans Ja formule 

pourvu qu'on donne ï m* et fi' les valeurs qui conviennent \ la 
racine cubique de — i. Nous aurons donc pour ^atou» l'une des 
trois expressions suivantes : 

-i/a , ~ , , 

comme cela doit être. 
U ne nous reste plus maintenant qa'^ faire quel((ues remarquât 
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lor les observaiions de M. Défiera, d'apri-s lesquelles il paraiirait 
que la fonction X' est inujours nulle, quel que soîl l'exposant de 
aCos^. Son procédé se réduit au fond h démontrer que l'équation 

o=„+^ („-=)+ ^.ri(„_4)+ i.r:i.r-f(„_6)+.... 

est identique. Maïs , si l'on fait attention que les deux premiers 
termes du second membre se réduisent à n. , que les trois prc- 



OD se convaincra aisément que le second oienibre n'est autre chose, 
que le produit des facteurs , en nombre inûni , 

B^i »— a n— 3 11^4 

or , ce produit ne peut être nul qae pour des valeurs entières et 
positives de n ; d'où il parait résulter que la démonstration de M. 
Deflers , bien que fort iogënieuse , D'est pourtant point exacte. 

Four découvrir en quoi cette démonstration est fautive ^ observons 
qu'en posant l'équation 

H. Deflers remarqnc que le second membre pouvant être égal ï 

et que la série entre les parenth&ses étant le développement de 
('■fc'"*)"f *"* P*>*t écrire 
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'En exijcutant donc la difTf^rentiatîon dans le second membre de 
cette équation , on aura 



ï=n(/+/- 



■•(l-f) . 



On voit donc que Af. Deflcrs suppose qae le coefficient difTéren- 
tlel du développement d'une fonction est ^gal au développement du 
coefficient di/ïérentici de celte fonction. On verra toul-à-l'hcure sî 
cette supposition est toujours permise. En l'admettant, on voit que 
la dernière valeur de T se réduit à zéro lorsqu'on fait /= i ; mais 
00 a aussi , dans c« cas , 

r= «+ - («-3)+ - • — (1.-4)+ - — j- --j- (1-6;+ .„. 

comme il résulte de ]a première valeur de T ; donc le second 
membre de cette dernière équation est nul. Telle est la conse'quenct 
qu'en « tirée M. DeAers. 

Mais nous observerons que la fonction nC/+l'*')''—*(/—/"') n'est 
pas égale i la première valeur de T; car, eo développant le bi- 
nôme (/+<•" J"*"' et en efîcctuant la multiplication par t—t'' , on 
trouve , en s'arrétant au quatrième terme 



»(/-H-»)»(/-r »)=n'"+n - 



^»-«+n 



a— 1 B— a| ,^_^ , «— I n— a 



1— I n— a n— 3 






d'où Ton voit qa« , quelque loin qu'on pousse le développement , 
il restera toujours un terme dans la seconde ligne qui ne sera dd- 
truit par abcun de ceux de la première. Il est donc certain que , 
toutes réductions faites, on aura 
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_ , . *-_ , _.v . """' "^ï '>~"3 n^to „ 

T=:n(i-^r')"'(t~r')-^n — _ i«-« ; 

et, si l'on fait '=1 , on trouvera pour T, maïs d'une manière 
beaucoup pitu simple , la valeur que nous avions déjà obtCQue 
ci-dessns. 

Genève , le 23 juin 1822. 



QUESTIONS RESOLUES. 

Solution du problème danalise éUmentaire proposêà 
la pttgG 5i6 du XIL' volume des Aonales; 

Far MM. A.L. Boyer, élève au collège royal de Montpellier, 
QuEBRET,^chef d'institution à St-Malo , 
Et DuRRAHDE , professeur de physique au collège 
royal de Cahors. 



Problème, li a fallu □ PiV s Ârchlmide pour ipscuer , 
dans le temps l , Teau d'an bassin ,■ dont la surface était a , dans 
lequel la pluie tombait , et qui était en outre alimenté par uae 
source. 

Il a fallu D.' vis d'Archtmède pour évacuer , dans le temps t' , 
feau d'un second bassin , dont la surface était »/ , dans lequel 
■.la pluie tombait , et .qui était en 'outre alimenté par unesource. 

Il a fallu a" wx ètArchinUdè pour évacuer , dans le temps i", 
7om, Xni. i5 
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Feau d'un troisième hassin , dont la surface était a." , dans lequel 
la plme tombait , et qui était en outre alttnentipar- imt four^ei. 

On demande , daprès ccfo , ^ael sera le nombre N de vis dAr~ 
ckimède nécessaires pour évacuer , dans le temps T , /"«flu. duu 
quatrième hassin , dont la surface est A , daf\s lequel la pluie 
tombe , et qui est en outre elimenlé par une source ? 

On suppose d'ailleurs que teau est à la même hauteur inconnue 
dans le* quatre bassins au moment où l'opération commence , que 
la pluie Y tombe avec une égale intensité ^ que les sources y amè~ 
hent des quantités égales d^eau dans des temps égaux , et qu^enfin 
les vis d Archimide ont toutes une même capacité d'évacuation. 

Solution. Soit m \% tuuteur coolitiua^ de IVau dani Ica quatre 
bassins, lorsque les yis commeDcent à jouer. 

Soit y la quantité dont la pluie qui tombe pourrait \ elle seule, dans 
t*uDilJ de Umf)» , ata^enler'la hauteur do l'eau d'un baMÎn qui ne re- 
cevrait <i'aau d« muHq autra p»«t, ei qui D'en peidraît f» nsn plus. 

Soit z le volume d'eau que fouroït chacune des sources dan« 

Soit énfm V \fi volume d'eau que pçut «vacuer'une de» vis dans une 
uDÎtë de temps. 

La surface du quatrième bassin ^tant ^ , il se trouvera contenir, 
au commencement de l'opération , un volume d'eau exprimé 
par As. 

A. chaque unité de tenaps , Il tombera dans ce mâme bassin un 
volume d'eau de pluie exprimé par Ay , ce qui fera, pour tçule 
la dusiie de l'opération, u» volume ATjr. 

Bofîn , pendant ectta mène opération , il arrivera dç I* aource 
àaaa 1^ bassin un- vahim^ d'un etyrioié, pM Ta. 

De sorte que le volume de l'eau à évacuer de ce quatrième 
bassin aéra Ax-hATy^Tz, 

Or , pendant la durée da li^opérAtion , chaque vî» d'ArebîM^^ 
évacuant un volmpe d'eau, expnaid par Tv , ^ toIub»» lotal d* l'eva 
ëracoée. d« ce ba^in aarai ^V^, 
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Pdîs done qn'k U fin de l'opération le btwia doit se trouver vide , 
OD doit «Toir 

Al+ATf+Ti=Nl> ; (i) 

et , comme les circonstances stint czactfenieot les mènes pour chteun 
des trois autres bassins , on aura eq outre 

» *+« / y+i «ssB / c > I 

al sJ^a/ ( f+ti z=ii' Il v , \ (a) 

ciix+a"l'iY-\-IUM=n"l>ir ; J 

tout se re'duit donc \ tirer de ces Quatre dqoalions la Talent de 
2i , en' fonction des donnàts du fmiblèiiie. 

Soient pris snccessiveulent la soraihe dn prodoiu des équations (a) 

i.° Par liliXc'—a») , liit(,û"—ii) . llHa-éi) ; 
a° Par Va"— fa , t"a—la" , ta'— Va \ 
if Pat aiaH^I'ii^^) , nna^f—tii) , aai{ti—fj ; 
en posant » pour aWger , 

P=//'/"[n(i'— «")+»';<!"— «)+»"(«— «0] , 
q=lU[Jia"—li'ai)+n'li'^t"a—ta")+n"l"{la'~l'a), 
R=maia"(l"—li)+nil'iiiio(l—t")+n"li'aa'(!i—l) , 
S= lil"a(ai—a")+l"Ui(aii—a)+ll>a'Ha—ii') , 
il Tiendra 
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Sx=Pe , ' , . 

Sz=a' ; 

prenant enfin 11 somme des produits respectifs de ces derni&reB 
par ^ , AT el T t et ayant - égard à l'équation (i) , il viendra , 
en divisant par 53V , 

„ AP+^TQ+TR 

^= ST— ■' 

formule qui résout le problème- (*). 

M. Ourrandc observe que, comme la Wrilable inconnue du pro. 
blême est un nombre- abstrait , on peut , sans încoDTénieat , prendre 
une des quairc inconnues jr , y , * , f pour unitë , ce qui simplifie un 
peu les formules. 



(*) Ce problème eit , comme l'on voit , trfct-aii^ à re'aoudre ; il l'est poartant 
moin* que le Projbl^me XI de )! Arithmitique univenelU ,. AaiA il n'eit qu'un* 
extension ; auul n'avons-nous jamais bien compris pourquoi ce dernier passait 
pour difficile. C'eal pourtant i tel point que , dans une Notice sur feu Mauduit , 
du collëge de France , ins^r^e dans le temps ail Uoniteur , le panégyriste crut 
devoir indiquer, comme un des litres de gloire de ce professeur , qu'il avait 
riitolu le problème des bcctiTs d'une autre nunière qne Newton. 

J. D. G. 
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'Solution du problème banalise transcendante proposé 
à la page 521 du XJL* volume des Âanales; 

Par MM. Pagani Michel , ingénieur à Genève , 

M..;.s, à Berlin, . ■ : \ 

C. G. , à Grenoble, .> 

Stein , professeur au collège de Trêves , ancien 

élève de Técole pdlyfechnlque , 
Et QuERHET , chef d'institution à St-Malo. 



irROBLÈME, On demande la somme' finie . Se la suite infinie 

/"* ï '"~7^^i '' 1.3.3 "^ i.a.34 "*"' 

Solution. La plupart des solutions qu'on a données de ce pro- 
blème reviennent pour le fond ï ce qu'il suit. 
Si , dans le terme général , 



, I.3.3....n » • ■ ' 
on met pour Cos.nx sa valeur connue 

Cos.««= (C°s.x4- y/ ^Sin-, j;?+(€qs. jf— t/ Z79io.»)' 
en faisant , pour abréger , 
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^ ffrfDe g^a^nl d«vl«ndiia 

■ y"-W* ' ■ 

donc la suite proposée est la somme d« deox «utres d^nt les termes 
gënérauz sont respectivement 



or , ces SDÏtes sont connues et sont les dércloppemeas respectifs de 
Jtom , en d^sipiaA par S la somme de U tiui«.{)ro|ios(!e, on iot» 
ou , en remetlant pour/) et ç les fonclioni dont ils sont les symboles, 

OU bien encore 

_ aCos*, +VX:iSlnjP — VZTïoSin.jf 
3i>=«. ^* -T' J * 

mai* on sait que 

* +# Œ=aCes(«Sin.jJ ; 

donc enfin 
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M. Querret déduit ce résuLlai d'un thtÎQrème Irès-eénéral. Si l'oa 
sait, dit-îl > sommer la suiu 

-rfo+^,fl+^,a»+'^,a»+y^^a»+ (,) 

daos laquelle ^^ , Ai , J^ , sont supposés des coefliciens nii- 

piérigues, et q»on en repré«eo.te. \\ somme par £((»)» oo. aura 

pour la somme de la série 



r ^v%' ■ ^ '' 

pour la somme de la «ërîa 

-rf.iiSin^+^,û*Siii.a*4--^,o'Sio.3*+....,,; P) 

En effet » taivant la si^âcation dod^^e k I4. caraclénstii]ue f, 
to chantant auccessiveinent en 

<Co).T-i-ï/="iSiiiwr) et *(Co»^— ^/~Sîn^) , ^ , 

Ml a - ■■-"■/ ■'■ -' ■ "■ 

pour la somme de la s^rie 
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et ... 

f[(/;Cos.a:— /^Sio^)] 

pour la soDnme de la série 

or , U s^rie (2) est la somme des série» (4 , S) dÎTisce par 2 -, et 
la srrîe (3) est la diffe'rence de ces mêmes séries , divisée par 
3\/^ , denc la somme de la série (2) doit être la somme de» 
séries (4 > 5J divisée par a ; et la série (3) doit être ta diiTérence 
de ces mêmes séries, divisée par ay/^. 

L'application à la série proposée est facile ; on a , comme Ton sait , 

'a o* . ûJ ot 

«-=i+--H ïH- — 77+..... ; 

'1 i.a ' 1.3.3 1.3J.4 ' 

donc tf*=f(ff)î d»nc It somffie de l» «érie 






sera , d'après ce qu! précède , 



j=î_ 



aCot.x •fViZïflSin.g , ^^_,oSiii 



c'Mt-l-dù» 



£s 
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HESOLUES. . 10$ 

S^e .Goa.(tfSiD^) i 
comme rî-dessaij résultat qa'oa peut mettre amsl sonsUfonne 



M* C. G. obserre qu'au surplus le rcsultat 
« .Cos.(tfSûl.Jf)=sI^ 1 ^ — • 



peut se.T^ifier imméclîalement par le dëreloppement. On sait; 
en effet , que 

Co».(oS.o.,)=i- — _- + — — - - — —- + - 



1.3.3.4 i.2,3..«6 ' i.3.3.«8 ' 

multipliant ces équations membre à membre , oidoonuDl le se- 
cond membre du produit par rapport à a , ei fàisaut atlentïoa 
qu'en généial 

Co»Jï*=Cos."j-^ ^Siii.»jtCos."-*j'|---— ~~Sin.**Cos."-»^-.. 
il Tiendra 

.°'^.c«.f»srn^;=.+'°°" I °"^'" I '•^°^^'+':e^^„ (.) 

M. Siein observe que , par le même procédé , on se conTaiocra 
iacilement que 

'Jom. XIII. ,ç 
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SI* QUESTIONS 

• -S'" ("S...»)» ^- + -^^ + -^^^ +...; (,) 

Dous observerons , & notre tour , qu'en changeant s tn ^ « — s ^ on 
déduit de ces formules 

' .0,s.(f,CMa)=i+— ;:^+- M 

« Sin.(dCo3.f)= 1 ' .— 2-+... ^>^ 

M. Querret déduit bien facilement I0 premier de ces trots der- 
niers développcmcns de sâ formule générale. En continuant, ea eiFet « 
de faire f{a)=.e' , la série (3) deviendra 

1 t.3 "^ 1.33 "■ TZ34" "*"■""• 

dont la somme sera consëquemraent 



. bien 

« .(<f^^ — * * ) 



av/— I 






M. C G. obserre que la formule 
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a cela de trhs - remarquable qu'elle renferme , comme cai pàrtï- 
cniiert , les dëveloppemens , tant des expooentîels qae des fooctiona 
circulaires. Si « en effet , on y fait successivement «iso et 
trsB^Wf oa trouve 

al «♦ «* . 

CoSid^t-' ~~-+ ■ ■ ^ ■ " — • - ■■—'■■ -^>n»» ï 
a.a i.a3.4 I<a3mi6 

U fonnnle 

donnera pareillement, en faisant s^{»i 

I 1^3 1.3^4^ i.a.3-»..7 ^^"'* 

H. Stein remarque , i son tour , que , connaissant la série pro- 
' posée , oo en peut déduire les somme* d* autres séries également 
remarquables. En y changeant , par exemple , s en ajr, il vient 

«CoidJr- , -, . ■ , aCos.AS a'Coi4x alCoa.&v , 

^ ' I * i.a - ia3 

or , le terme général — ' — de cette nouvelle série peut éga> 
lement £ire mit tous les deux formes 
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. i^3..M.n 1^.3 n - i.a.3...».n i.^3....ii * 

il viendra donc , en faisant successivemeat les deaz subsiUalioDs: 

/aSi'n.»* o»KlL»3J: alSm.>3j; \ 

— a( -T-^ H r- H ; h... I 

^1 1^ uJ J 

« .C0S.CtfSin.2x)=^^— ^ H ^ 1 —j- +..,. j 

d'où on tirera > en transposant et remplaçant l'iuie des sdries par 
sa râleur «* , 



t^.3 



g*— g .Cos.(tfSin.a») 



^_^ «Co,.-^ ^ ^^Co,..» ^ «3Co,..3x ^ ^ g'+Z^'^.Cos^^jSma.r) 



1.3^ 



M. Stein remarque encore que , par des moyens «emtlablea à 
ceux qui ont été appliqués à la série proposée, on parviendrait 
4ussi à sommer la série 
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oonfle terme çica lest • . Le reanllat serait compliqtte d ima- 

. . . - "^ - , a ■ ^ '^ . ■ 

ginaires qu'en oe pourrall faire disparaître qoe par âea moyens peU' 
directs; et op trouverait lioalcmeat paor la somme cherchée. 

tassi II siîrie proposée n'esf-elle autre chose que la ralear que l'on 
tire poar y de l'équatioa 

_ ■ oSia« 

très-usité* en géodésie. 

H. Qaerret tire de sa méthode générale plosieots autres soa- 
roattoDs. Posant, par exemple, f(tf)=Log.(i-f-a) ou 

^ . a* , a* o* , a^ 

f(,j=___+___ + __.... 

il en conclut que la somme de la série 

aCoi^ a*Co».ax alCos.3di atCo».is , 

— —+— —+-'■ 

doit être 

a • 

ou encore 

Log'(i+ MCiM.g+»0 

de sorte qu'on a 
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Iiog.(i+MCos.*+fl»)=a^^-^ — h^ ....y 

En fiisant soccessÎTcment «^4*' et a^*-i , îl vient 

, , _ . _ , /Co»^ Cos-a* Cot.3« Coi-iat . \ 
Los.Ci-l-Cos.«)=-Log.a+a(^-j--; p-H 5 ^^,,,.^ ^ 

Ix,g.(i-C«.*)=-Lo6.a-2(^-j-+— ^+-3- + -f-+...J î 

déreloppemens doon^s par £u1er ( Voyez sou CaUul intégrai , 
tom. I , i la fin du chap. VI ) ; il en déduit ensuite 

Log.Co8.tir=— Loig.3+Co»jf— ;Coi.3jf4- jCoa.3*'— ;Cos.4jr4*... 

Ijog.Sm. 7 s=3— Log.a — Cos-jr— |Cot.3jr— ~ Cot.3jr— >Cos 4^^* 

Log.Taiig.:«=:— 3(Go9.dr-f<|Cos.3jr+7Cos.&r4'7C(M.7«-f- •) • 
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SoluUon duprohlème deg^mêtrie proposé à la pag.5ai 
du XIL* volume des Aimales ; 

Par M, Paganx MKaiEL , ingëoieur k Genève. 



ËrROBtÈME. On demande Vèquatîon d'une covrie telle que f^ 
si de ton'gine on mine un rayon vecteur quelconque et utteper-- 
pendicuieire à la tangente à son estrémité , i.** le cube construit 
sur le rayon vecteur soit double en volume du cube construit sûr 
la perp&idiculaire à la tangente % a.* que l'angle formé par la 
perpendiculaire avec rase des x soit le tiers de t angle formé par 
le rayon vecteur avec la même droite 7 

Solution, Ca^ problème est évidemmeiit un problème plus que 
délenninë ; dod pas de ceux ijui reDrermeot Mulemcnt quelques 
eondilîoDs superflues ; mab bien de ceux daus lesquels les condi- 
tions sont incompatibles. 

Soient , en e£Pet , O l'origine , OX la direclion de l'axe des 
f , M un quelconque des peints de la courbe cherchëe , et N le 
pied de la perpendiculaire abaissée de 'O sur la tangente en ce 
point. -Puisque le rapport du cube de OM k celui de ON est 
donné, le rapport de ces deux droites est aussi donne; le triangle 
rectangle MNO est donc donné d'espèce / l'angle MON de ce 
triangle est donc donné; mais cet angle doit être les deux tiers 
de XOfVl et le double de XON ; donc ces derniers sont aussi 
donnes ; donc les direclions OM «t ON sont tout Jk-fait fiies et 
dcterniiiiées ; donc tous les poinis de la courbe cherchée devraient 
être sur la droite OM ; cette caurbe devrait donc se conffmdre 
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avec cette droite , ce qui est impossible , pulsqu'alors ses tangentes 

ne pourraient être perpendiculaires & la direction ON. 

On ne peut donc résoudre le problème qu'en faisant tour-k-tour 
abstraction de chacune des deux conditions ; et c'est aussi ce que 
nous allons fair« successÎTement ; nous montrerons ensuite que les 
deux courbe» obienaes sont essentiellement difîiérentes. 

I. Nous venons de voir qu'en exigeant seulement que le cube 
construit sur OM soit le double du cube censtruit sur ON, l'an- 
gle MON est tout-i-fait déterminé ; l'angje OMN l'e&t doncaussi; 
la question revient donc alor» simplement à trouver une courbe 
dans laquelle les rayons Tccteurs fassent un angle constant avec 
la tangente è leur eilrérolté. 

Soit tf la tangente tabulaire de cet angV, et toit fait « suivant l'usage, 

— r =0 , l'anele que fait OM arec l'axe des s étant — , 
BOUS devrons avoir 

r 

=a ou (uy— ji:>+ffl*+y^=o'"" 

équation dont l'intégrale est 



-Arc.(Tang=f-)^ 



C'est t'cquaiion d'une spirale logarilhmîque . comme l'on pouvait 
|>ien s'y attendre ("J. 

Dans le cas particulier qui nous occupe , on a 



(*> Vojtz la page t36 du TIII.* volume du pr^MCt recueil. 
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RESOLUES; ;,,, 

OM î 






done 



de wrte qne 1'ëqiution d* la conrl» aera 

|/J^J— ÏArc.(Taiigj=l ) 

où C est Due constante arbitraire. 

II. Supposons , en second lieu, qu'on ne TCnille avoir ^gard qu'l 
la seconde condition seulement; il £iudra qu'on ait 

Ang.MOX=3Ang.nOX : 
d-oii 

Tan6.M0X= "-^•«"^-""^■l'OX . 
1— 3r«ij.>I!0X ' 

mais on a 

Tang.MOX=Z , TangNOX=-- ; 
* P. 
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cette ëqaaiion doon* â'aSorâ U solution particulière ysss ; mû 
il e«t clair qu'elle ne saurait convenir à la question qui nous occupe. 

En éliminant y «atre «Ile et sa âiiTéreotiaUe , il Tient , tout» 
réductions faites 

itf qui donne , en intégrant t 

C éunt la constante eiUtraMe. Mai* BO«a avons 

ce qui donne , en mnli^Uaat , 

pnnnt donc la somme dos qmctà dei Tileun de « el / , il 
viendra, en réduisant, 



d'ol 



ce fpi ' 






, Google 



BESOLUES. 



_ ■/ •(-'•(»'-H")+' . 



sul)4titiiaDl cette valear dans l'équation 

il— i. '""^^ , 
« f (>— J ' 

et changeant la comtante € tn -^ » il rient 






(') 



lïX, En passant , pour plus da simplicité , aox coordonnées po* 
laires « les équitioDs (1 et a) deTÎennenC 



. (0 

r étant le rayon vecteur et / Tangle qiill fait avec l'axe des x. 

Oq Toît » ^ cause des constantes arbitraires C et k , qu'il y a 
une ioGoité de courbes qui résolvent la premier des deux problèmes » 
ssjis résoudre le second , et une infinité de courbes qui résolvent 
le second sans résoudre le premier. 
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230 QUESTIONS PROPOSÉES. 

AfÎD donc que le problème pût être résolu tel qu'il a été pro- 
posé , il faudrait que dans Ies~ deux séries de courbes tl se trouTÂt 
une ou plusieurs courbes commanes ; c'est-k-dire , qu'il faudrait 
que , par une détermination conveuable des constantes C. tt & , 
on pût amener les équations ( i et a ) à être identiquement les 
mêmes : or , c'est une chose évidemment impossible , puisque 
la première de ces équations est toujours transcendante qn^t que 
soit C et la seconde toujours algébrique quel que soit /c. Le pro- 
liime , tel qu'il a été proposé , ne saurait donc être résolu , comme 
nous l'aTODs d'ailleurs déjà prouvé dès le début. 

Genève , le 4 jui° 182a. 



QUESTIONS PROPOSIÉES. 

Problème de Géométrie, 

Une des propriétés de la sphère est que les plans tangens aux 
deux extrémités de chacune de ses cordes font des angles égaux 
avec cette corde ; mais on conçoit que cette propriété peut fort 
bien n'être pas exclusive ï la sphère. On propose donc d'examiner 
ai elle ne convient pas également à d'autres surfaces > et de donner , 
dans le cas de l'affirmalive , l'équation généraLe de ces stirfaces ? 
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CHiNGEMENT D'ÉTAT DES CORPS. 



MATHÉMATIQUES APPLIQUEES, 

Essai sur les forces qui déterminent les divers états 
des corps ; 

Far M. H. G* Schmidteit. 



Uh peut regarder la maticre comme ud assemblage de points 
d'où ëmaneni des forces rc'puUïves et des forces alirîiciîves.^Celles- 
ci sont constantes dans le même corps , mais cctlcs-là sont variables. 
Faisant l'ctëment variable qui y entre csr , et la distance la plds 
courle entre deux centres de forces ^/n , on peut toujours faire 
répondre la valeur r = o à la valeur m=i. 

Di^signant par 9',m) la somme de toutes les forces atlractives d'un 
corps sur un point C ( lîg. i ) , dans la direction CD , et par 
4^m,r) la somme des forces répulsives suivant la mdme direction, 
on a 9(m) — -^(m , r) pour l'expression de la force totale qui attire 
le point G vers D, 

AcIiieHerncnt , pour dclcrminer le volume du corps en ^tat d'équi- 
libre , on doit cherii.hcr m en fonction de l'élément variable r , par 
le principe des vitesses virtuelles. En elFct , s! l'on suppose CD:=o : 
c'est-à-dire, si l'on suppose que le point C fait partie du corps, 
l'état d'e'quilibre do ce point se déterminera par l'équalîon 

fjn)-'%m,r)r= maximum y oabieo — i-i — ' \ ' =o. 

dm am 

Tom. Xlllt n," /r, i.«' octohre 182a. 18 
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123 CHAl^GÊMENT D'ÉTAT 

On a. ainsi une relation entre m tl r , d'où l'on peut 'déduire 
le volume et la quaniité f{m) — 'J'(m , r) , en fonction de r seule , 
et c'est sur- tout de la forme de cette dernière fonction que ddpend 
eeVle àat eer'ps. 

Dans l'ignorance où l'on est sur la nature de ces fonctions, on 
^cUircit ceci, autant qu'il est permis de le faire, parlaconsidcrationdes 
courbes où les abscisses représentent les diverses valeurs de m de- 
puis o jusqu'à eo , el où les ordonnées sont tes fonctions ff/n)— 
"^{m , r) qtiî leur rrpondent , pour une valeur constante de r. Si 
l'on désigne les forces ropiilsivet par des ordonnées négatives , on 
voit qu'à l'origine des ab.scisses l'ordonnée doit être — «5 -, et qu'à 
l'aliscisse inBnie doit répoadi>fr l'ordenné* o. De plus , sî la courbe 
B la forme mfiy ( (îg. 3 ) , on voit que , dans l'étal d'équilibre , la 
quantité m doit avoir la valeur ÂB; et Bfi étant positive , le corps 
doit fttre solide. D'ailleurs, il est très - possible , et mime 'Traiseni'- 
blable , que, la courbe contient plusieurs maximums , et que par 
conséquent ce corps pourrait avoir plusieurs équilibres stables. 

Telle parait devoir élre rexplication des chanj-cmens brusques 
qui s'opèrent dans plusieurs corps , par un certain changement de 
température. 

Maintenant , si l'on augmente l'action du principe dont l'inten- 
sité est désignée par r ^ il est naturel qu'cn-général les ordonnées 
positives deviennent de plus en plus petites au point de devenir 
enfin négatives , de sorte que le maximum positif devient un mi- 
nimum négatif, et que la courbe prend la forme »it'y ou «^'V 
( fig. 3). Mais le corns n'étant plus solide, parce que l'ordonnée 
n'est plus positive, il faut absolument qu'il soît liquide; car l'éiat 
aériforme ne saurait répondre i aucune situation atuble. Cependant , 
si l'on angmehlall encore la quantité r , jusqu'à ce que le corps 
n'eût plus aucune situation stable, ou que la courbe eût la forme 
my (fin* 4)> c^ corps serait aériforme; et, comme il doit cher- 
cher un volume où l'ordonnée devienne on minimum , on voit 
qu'il n'aura jamais un équilibre stable, parce que le minimum vers 



, Google 



DES CORPS. ia3 

loqaet il itvi rëpond à m = <c , Ainsi les gai peuTent seulement - 
jtre en équilibre par l'action des forces extérieures , et ne com- 
portent aucun rapport âéterminé entre les quantités m et r , parce 
oue l'équation 



«liste seulement pour la valeur m = co. 

Le. caractère des corps solides et liquides est donc de n'admettre 
qu'une variable indépendante r , tandis que les corps aériformes 
dépendent des deux variables m et r, 

: La quantité plus O'i moins grande de r se fait remarquer par 
la température qui , dans les solides et les liquides , est fonction 
de r, tandis que, dans les substances aériformes, elle l'est de m 
«t de r. iJn fait général sur celte fonction est que deux corps 9 
des températures inégales tondent toujours à partager le principe r 
entre eux , de sorte que finalement les tempéialures deviennent 
égales. 

Commençons par les solides et les liquides , en discutant , autant 
que possible » la nature de cette Xonclion .entre r et Ja lemp^- 
ture /. Faisant, ce qui est permia, fs-o en même temps que r^o , 
pn prend pour unité de r une quantité qui eai en état d« produire 
un certain efFet,, par exempte « de fondre nne certaine masse de 
glacC' Si les abscisses représentent .les vateurs de r et les ordonnées 
celles de t qui leur répondent respectivement , on voit que ces 
ordonnées doivent» en général, augmentée avec les abscisses; mais, 
pour cela , il n'est pas impossible que la courbe ait un ou plusieurs 
maximums. Ce qu'on appelle chaleur spécifique n'est que le rap- 
port de l'accroissement de / ï celui de r ou t- : et cette 
, d( . 

quantité doit être variable , i jnoins que la ligne ne soit droite ou 
qu'on ait 
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/=ar'\-i . 

Les expériences , qui montrent c|uc la chaleur spécifique anemente 
avec r , fonl voir que ta courbe esl concave vers l'axe des r ; 
mais, dans les llmiles rcsserr<!es de nos ezpéricncea , sa courbure 
est peu cotisidciable. 

Un fait {;eiii5riil pour tous les solides est qu'arrivés à un certain 
degré de lempcruture , celte icmpcrdlure n'est plus augmentée par 
une augmcnlaiion de r , jusqu'à ce qu'un changement d'état l'ait 
rendu susceptible de recevoir un nouvel accroissement! 

Si^ l'on rcg:trdc ce point comme répondant h un maximvm dans 
la courbe des températures , ce qui convient avec la forme con- 
cave , on obilent une explicalion complète des phénomènes qui accom- 
pagnent le passage des corps d'un état à un autre. Soit > par 
exemple , la courbe des températures de la forme ifiri ( fig- 5 ) ; 
il faut que la température diminue , lorsque r devient plus grand 
que AD; mais, ayant égard à l'impaifaite conductibilité du prin- 
cipe r , on voit que cette circonstance doit donner Heu aux phé- 
nomènes qui se présentent dans la nature. 

En effet, l'accroissement de r se communiquant d'abord k une 
très-petite partie du corps , doit y opérer un changement eonsi- 
iJérable » et v faire passer la température au minimum , jusqu'i 
une valeur égale à celle de l'autre partie de ce corps ; mais alors 
il ne pourra monter plus haut s ns le reperdre , à cause du prin- 
cipe de l'égalité des températures, jusqu'à ce que ce changement 
se soit opéré sur tout le corps , qui alors pourra augmenter de tem- 
përsture comme à l'ordinaire. Supposant que la température va eo 
diminuant, et que le corps est parvenu Jk l'élat. qui répond k la 
température Dj>=B|9 , on verra de même qu'en diminuant le prin- 
cipe r , d'abord une petite partie du corps , en passant par l'état 
qui répond à cette température , doit y rester jusqu'à ce que , daqs 
tout le corps , le principe r se soit diminué de la quantité BD. 
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Cependant , si le ctiangcment n'ctaît nt ttis>consid^rab1e ni très-> 
(obit f il ie pourrait qnc le corps ne changeât pas encore brus- 
quement d'élat ; mais qu'il- diminuât de température jusqu'au mi' 
nimum Cy , et qu'jr étant arrivé , il dût passer subitement k l'état 
qui repond i Bjs. On voit ainsi une dilT<5reiicc essentielle enlia ce» 
deux situations , savoir , le puint de liquéfaction qui est fixe , et le 
point de congélation qui est susceptible de varîalïons. C'est ainsi, 
par exemple » qu'on peut faire acquérir à l'eau une température 
fort inférieure à celle de la congélation, sans que pour cela elle 
cesse d'élre liquide. Mais une question à laquelle il parait impos- 
sible de répondre, dans l'ignorance oii nous sommes de la forme 
des fonctions f et ^, est celle de savoir si un tel changement 
brusque deil toujours produire un passage de la solidité à la liquidité, 
et Pt'ce versa , ou » ce qui revient au même , si le maximum'àt t doit 
toujours répondre i une valeur nulle ou à peu près nulle de la fonction 
qui constitue la solidité ou la liquidité, selon qu'elle est .positive o« 
négative. En eifcl, il faut Lien distinguer .trois fonctions difTérentei 
de r, savoir, Je volume proportionnel à /»' , la température / et 
la force f(m) — M^m , r). Le» observations n'offrent que trcs-pen 
de données pour les déterminer , et les tables de la dHatation des 
corps pour des températures différentes donnent seulement la rela* . 
tion entre les deux fonctions inconnues / et m^, La seule manière 
de déterminer l'une de ces fonctions serait de chercher les chaleurs 

spécifiques — - , pour les diverses valeurs dc'r, d'où l'on conclu- 
rait / par l'interpolation et l'inlégration ; mais il est trts>diiBcilo et 
prcsqu'impossibte d'obtenir les expériences nécessaires pour cela. 

Pour se fuire une idée du passage d'un liquide à l'état aériforme, 
on doit se rappeler la courbe qui répond ï la liquidité , savoir , 
a^y ( Q^ 6) , oii les abscisses sont les valeur* de m : et les ordon- 
nées celles de 9\ni) — 4'(Ai,r), pour une valeur constante de r. 
Or, si un accroissement de r venait à changer le minimum ji co 
uQ point d'inflexion ff , on détruirait nécewaîreinent l'équilibre 
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«table par an nouvel accroissement de r, quelque petit qu'il fût, 
et l'on contraindrait le cor|>s ^ en chercher un autre q,u'U n'obtien- 
drait dans ce cas que pour une Taleur ioÛDie de m ; c'est>i-dirç 
que le corpa deviendrait aérîrorme. On sait qu'il faut augmenter 
coDaidërablcment la quantité r pour faire passer un corps à cet 
ëlat ; mais on verra néanmoins qu'un changement irès-faible de cette 
quantité peut à la longue avoir le mcme eiTet , à cause de l'im- 
paifaite conductibilité; car l'accroissement de r,^ coRimuoiquant 
d'abord & une petite partie du corps , la transforme avant que de 
s'être communiqué au reste ; et la partie transformée absorbe encore 
de ce principe , jusqu'à ce que l'c^aliié de température ;e soit établie ; 
mais la température des Viipcurs étant fonction de r et du volume , 
on voit que la prcuion extérieure, aussi bien que la température 
du corps vaporisant, détermine la durée de la v<iporisallon. Il est 
d'ailleurs évident que , par exempte , la nature de la vapeur de la 
glace doit être la même que celle de la vapeur d'eau k ta même 
température. 

Nous avons déjà observé qtie le caractère des vapeurs est que 
la quantité m n'est pas fonction de r , ou qu'il n'y a pas d'équi- 
Jîbre stable ,*> si l'on veut éclaiicir cette théorie par la considération 
des courbes, il faut choisir d'autres fonctions que celles que nous 
avons considérées plus haut. Pour cela , nous tracerons une courbe 
où les abscisses représentent , pour une valeur ronstaole de r les 
valeurs de la quantité indépendante m , tandis que les ordonnées 
correspondantes sont les forces qui s'opposent , dans chaque point , 
aui forces extérieures qui tendent i comprimer la vapeur. Il est 
d'abord facile de voir que , lorsque m=so , l'ordonnée doit être 
s— 00 , tandis que pour ai = co cette ordonnée doit être nulle. 
Si cette courbe , que nous supposons éire «^y/ C ''g< 7 ) > ^*^ 
maximum, il est facile d'on déduire les conséquences. Si, en eJTet> 
les forces extérieures cooipriment la vapeur jusqu'à ce que ai = ÂC * 
00 voit qu'elles doivent, en vertu des forces intérieures , cbanget 
krasqueDMDt de forme, en passant à un état qui répond iuminit 
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mûm B5 ; mais , dans la nature , celle opéralion est loujours pluis 
compliqua, h cause du principe de t'ëj;aruë dbs Icmpéraiures,- car 
celles-ci élant fonctions de m et r , il est facile de voir que i 
pour que t reste constant lorsque m Tanîe , il faut que r varie aussi; 
maisi dans l'ignorance où l'on est sur la fonae de cette fonction, 
on peut seulement savoir qu'en- cette rencontre il se dégage une 
partie considérable de cette quantité. 

Il est d'ailleurs évident que le poibt oîk la vapeur se convertit 
- en liquide est Oie ; mais que la vaporisatioD s'opère ï toutes les 
températures. L'ordonnée Cy représente la plus grande force élas- 
tique dans chiique point de la masse. La distinction qu'on établit 
entre tes vapeurs et les gaz secs pourrait bien, au surplus, con- 
sister uniquement en ce que ceux-ci sont des vapeurs très- éloignées 
du maximum , on en ce qu'ils sont représentés par une courbe àk 
U' forme tgy ( fig. 8); et 'dans ce cas, il serait absolument im- 
possible de les réduire à l'état liquide , du nuiiiu tant que r resterait 
constante. 

Djns tout ce qui précède » nous avons évité de faire des hypo- 
thèses sur la nature de la matière. Dans ce qui va suivre , nous 
allons seulement déduire quelques conséquences mathématiques de 
deux hypolhcses contraires entre lesquelles les physiciens sont en- 
core aujourd'hui partagés , savoir , celle de la continuité et celle de 
la disconiinuilé des parties. Dans la première , la plus courte dis- 
'tance entre deux centres de forces est inûniment petite; dans l'a 
seconde elle est finie. Les conséquences de la première peuvent 
d'Mic se déduira de celles , de la seconde, comme on déduit le calcul 
dinereiitle] du calcul aux difFcrences finies. INous considérerons donc 
d'alrf)rd la première , comme la plus simple , en rappelant ce fait 
d'expérience que l'attraction moléculaire est insensible k une disUnee 
sensible du contact. • 

Soit donc un plan indéfini , à une dislance s d'an poïnt attira. 
Supposons la matière dans l'état où Jii=:i , et l'attraction d'un point 
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1 .ne dislan» X égal. J ,(,), .I„„ l.„,„e,i„„ „,j. .„ 
I«ndicuUir. AB, k» a«n», en fùant "^ 



/djTfM 



llÎl(="«' 



Ponr I. „l.nr «o, Don. dé,;gn.r„„, «.le m,^p,|. .„ ^,c' 
M„mc„,„,, .1 „ „.^„;, p|„,,g,|.j ,.„„.,^^^ ,„„ j„ „ 

«.. ,„i „„.» du r,ppo,. i„0„i cn,„ , ., ,, p,„ f,,u/ils,Le 

.n.,. d.„, cenT.,, .1 „ ™„Ue„i. „ul.n.en, ,„e r.Lc,i.n ,„ul. 

devieDdrail alors . 

Si, .„ co„,„ir.. la n.a.lère „•„, p„ ,.„,;„„,^ „ ,,„j„ ^^^^^ 

*«ard anx d„.r,„ posi.Ion, de, „n,re ,.„,. „ ,„! fe„ on. 

™ entrera .„,„ le 5,g„c ,j e. dan, ce .„ on ne pou,;, p|„. »„ 

I.U.. 1. ,h,io„. de rae>,on capillaire e,. fondée .or Ih j.po,hi.„ de 
1. co„.,n„,« de 1. „,a,iére ; e, 11 parai, en cffe. permi, de radop.er 
ou d„ „o,„, de anppoaer la „,a,lc,e „,ea voUin.de ee, é,a. pon; 
,»onp„,„e se per^e.Te , «„, erreur ae„,ib|. , de aub,.l,uer le. 
differenliell». aui d ffcrences finies. SI n,i, . ... 

, , , , . """"• *' P'Kenlemcnl on cons dcre 

1. force répul,„e, en .uppoaan, ,„-e,,e agit au«i à „„e dUunce 

«.le , o. p„„„a représente, par ± ,a f„rc. ,„1 agi, .ur ce „é„. 
l»ta., « «„ «„,rair.de ^', B ^Un.ceUe qui répond à ».= ,. 
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et iUml eonsifquemment uniquement fenclion de r. Dans ce cas ^ 

pour déterminer les coDdîtîODS de l'égoîlibre , U faudra faire 

aitC'—B ^ , • . . -.1 . . 
j — maximom par rapport a m , ce qui est impossible , a moins 

qu'on ne faste m=o. Il faut donc que la force répulsive ait une 
autre forme que la force attractive , relativement i m , ce qui 
n'est possible que lorsqu'elle n'agit pas à des distances finies ; de 
sorte que m doit entrer sous le signe A-, Donc , en général , 

— - —.^01 , r)=maximum ;ce qui donne tien k toutes les recherches 

TU' 

que nous venons d'esposer. 

L'on voit ainsi qu'en admettant la continuité de la matière , 
l'action du corps k distance devient absolument indépendante du 
principe répulsif; de sorte que la force de cohésion doit exister 
même dans les gas. En effet, l'acUon d'un corps sur un point A 

\ la distance s ( fig. 10 ) étant — , celle qu'il exerce sur un 

élément de la même nature que le corps loi • même , parallèle aa 

plan CD sera — ; et celle du corps- entier situé au-dessous- 

dn plan CD , sur celle qui est au-dessus du même plan sera- 



\::.{ 



K=i%mJ^^s) 



■ Xa force répulsive n'agissant qu'ïi des distances ïnGnimeni petites, oit 

voit que la &rce de cohésion est — , et par conséqueM tou- 

jpnrs positive. 

Le9 différentes propriétés qui distinguent les corps les uns des- 
. antres .sont . encore Véiastîcité , M dureté , la àueiilîti , qui dé— 
l^endeot de la forme des forcée' attractives et répulsives, et dont 
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la dernière est parfaite dans les liquides. La Jragili/i dépend da 
plus ou moins rapide décroîssemeni de la force attraetire , 1 rai- 
son de l'accroUsement des distances. La force de la pesanteur doit 
être fonction de quelque force élémentaire j et c'est de cette fonc* 
tion que dépend le poids des atomes. Enfin les forces e'iémeotaires 
d'un liquide, combinées avec celle de la pesanteur, produisent les 
phcnomènea capillaires. 

Quaol aux substances a^riformes , nous obserrerons que , dans la 

force — - — ^(m , r) , la quantité m est beaucoup plus grande que 

dans les solides et dans les liquides, \ température égale , et que 
r augmente avec m , à une température constante. Donc y si l'on 
voulait développer ^(ni,r) en une série conrergenle , il faudrait 
faire en sorte que r n'en délrulsît pas la convergence; observant 
donc que -^(m , r) est nul ou infini , suivant que m est à l'inverse 
infini ou nul , on peut faire 

■ ^,„^r)=t^:^ + ii!^^+*-^+ ; 



les fonctions 4',, ^a , '^, ,■•...» étant :to,ujours comparables à une 
quantité constante > quelque grand que suit m. En coaséquence , 
la Force totale agissast sur un point quelconque de la masse sera 
ainsi 

'■ " ' n ","■" ^ Tî +....- ; 

et l'on voit que , pour uni valeur considérable de m , en pefat 
rejeter , sans erreur sensible » vis-i>vis dq -premier terme , ig^s 
ceux qui le suivent ; admettant de plus que Wj" > ^^^ propor- 
tionnelle à la température , on obtient la loi de IVIariotte.' Cette 
manière de se rendre compte de: cette loi est loin « comme fin le 
voit, d'étii^ rigoureuse» et il serait' bien difficile de parvenir à qoeU 
que chose de plus satisfaisant , dinsPIgàorance oii Tob' eist réTalE^ 
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rement & U forme de la foactton 4(ni , r) ; toutefois , elle est peut- 
être, «usri Mgitime qne celle qu'on a employée daiu la théorie da 
son t pour démoQtrer que son intensité est en raison inverse da 
quarré de la dùtanee au centre de rébranlement. 

Si Ton n'admettait paa la continuité de la matière , l'expression 
de la force attraotÎTe aurait en général la forme 

1+ J.+^+ , 



et, pour obtenir la loi deUarioite, il faudrait établir une oonTelle 
hypothèse propre à faire disparaître la quantité a. 

J'ai essayé de faire voir jasqu'^ quel point il serait possible , dans 
l'état actuel de l'analiBe mathématique et de la physique expéri- 
mentale , de se rendre compte des principaux phènomèDes qui ac- 
compagnent les différens étaU des eorpt. 

Dans l'ignorance où r<m se trouve relativement' à la force des di- 
verses fonctions qui doivent être envisagées dans ce genre de re- 
cherches, on se trouve contraint de se borner à des considérations 
beaucoup trop générales; combien donc les dIfBcultés ne se trou- 
veraient-elles pps encore accrues, si l'on voulait faire entrer en 
considération de nouvelles forces, telles, par exemple, que l'élec- 
iricité , d'oii dépendent les combinaisons chimiques , et dont la 
nature nous est encore plus cachée. L'on voit aussi combien mal- 
gré la simplicité des Ichs de la combinaison des corps et principa- 
lement des gaz , découvertes par l'expérience , il doit être difficile de 
trouver seulement une relation entre les chaleurs spécifiques et les 
quantités de chaleur absorbées ou dégagées par les transformation» 
et les combinaisons. 

Flcmbtèrcf , le 94 juillet 1833* 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Démonstration de la propriété de minimum dont 
jouisient la circonférence du cercle, entre les péri' 
mètres des figures planes de même surface , et la 
surface de la sphère entre les surfaces des corps de 
même volume; 

Far un Abonné. 



Kjs a vu ^ la pnge 6i dti présent volume , que, même en em- 
ployant les puissans moyens que fournît la méthode des variations, 
il n'est pas du totit aîfë d'établir la propriété dont jouit la sphère 
d'éire le corps de moindre surface entre tous ccfix de même vo- 
lume , ou le corps de plus grand volume entre tous ceux de m£n)c 
surface. C'est pourtant là une propriété tellement saillante qu'on 
ne saurait trop s'eiTorcer d'en rendre la démonstration assez 
simple pour pouvoir l'introduire dans tes éîcmcns de géométrie, 
et ici est le but que nous nous proposons ici ; Ma» , comme la 
propriété dont jouit le cercle d'être la figure plane de moindre 
périmètre entre toute celle de même surface, ou la 6gure plane 
de plus grande surface entre celles de même périmètre , a une très- 
grande analogie avec celle-là, nous nous en occuperons également. 
Ce sujet « déjà été traité à la pnge 338 du \Y.* volume dn présent 
recueil; et si nous y revenons de nouveau ici , c'est unlquemuit dans 
la Tue de le présenter d'une manière plus simple. 
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LEMME I. De ions les triangles de mêmeiast et qui ont leur 
tornmet sur une même-droite indéfinie , celui dans lequel la som- 
me des 4eux autres côtés est la moindre possible , est celui dans 
iequel ces deux côtés font des angles égaux apec la droite indéfinie. 
Démonstration. Soient AB ( fîg. 1 1 ) la hase commune à lous ces 
triangles, et DE la droite bdéfînle sur la quelle leun sommets doi- 
vent être situés; de l'une quelconque A des exlriimit<is de celte 
ibase soit ab»s«ée sur DE une p^rpendicalaïre AF , prolongea au-delà 
de eetlo droite d'une quantité FG=: FA. En quelque point C de DE que 
l'on veuille placer le sommet de l'un des triangles dont il s'iigit, on aura 
toujours GG=CA ; donc GA+CB sera la moindre possible , quand 
CG-^CB -sera la moindre possible ^ c'est-li-dire , lorsque le poiqt G 
«era «n ligne droite avec les points B et G; mais alors les angles 
BCE et GCD seront égaux , comme opposés par lé sommet ; puis 
donc qu6 , p.-ir suite de la construction , les angles GGD et AGD 
sont aussi égaux ; il s'ensuit que les angles AGD et BCD doivent 
aussi être .égaux , comme nous l'avons annoncé, 

LEMME 11. De tous les trapèzes qui ont hases égales et même 
hauteur f le trapèze isocèle^ desl-à-dire , celui dans lequel les deux 
cols non parallèles sont égaux , est aussi celui dans lequel la som- 
me des longueurs de ces deux côtés est la moindre possihle. 

Démonsiraiion. Soit AA^ ( ^S- i3 J la base commune \ tous ces 
trapèxes , et soit DE la droite indéûnïe sur laquelle doit se trou- 
ver l'autre base ; en portant la longueur de cette dernière sur AA' 
de A' ea C r vers A , de quelque manière que l'oa pose cette base 
BB' sur DE , oD aura toujours BG^B'A'; d'où il suit que, pour 
que AB-I-A'B' soit la moindre possible , il sera nécessaire et il 
suffira que ÀB-|-BC soit elle-même la plus petite possible; donc 
{ temme L^Us angles ABt> et CBE devront être égaux ; il en 
sera donc de même de leurs alternes Internes BAG et B'CA ; on 
devra donc avoir AB=CB éi par conséquent AB=A'B^ Le trapèze 
devra donc être isocèle, ainsi qu'il avait été annoncé. 
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LEMMS Ut. De toutes les pyramides triangulaîres ^ ont 
pour hase commune an même trapèze et dons lesquelles le sommet 
se trouve situé sur une mime parallèle aux eôtis parallèles de cette 
hase t celle dans laqudle la somme des aires des faces latérales 
qui ont pour hase les deux eôtis non parallèles de ee trapèze est la 
moindre possible^ est celle dans laquelle les plans de ces deua 
facts sont if^alement inclinés sur le plan du trt^ze. 

Démonstration. Soient AA' et BB'' ( fîg. i3 ) les deux cdt^s paral- 
lèles d'un trapèze , base commuae d'une suite de pyranûdes qua- 
drangulaires de même hauteur, ayant toutes leurs sommets sur uoe 
même parallèle i ces deux droites, parallèle dont nous supposerons 
que la projection sur le plan de la base de la pyramide soit CC' 
. coupant en C et C respectivement les deux côtés non parallèles 
AB et A'B' de cette base. 

Desdeuzcxtr^mîtësB et B' de l'uoBB'des cdtës parallèles du trapèze 
soidnt abaissées les perpendiculaires BD et B'D^ sur la direction du cAté 
epposë AA'. Soient prolongés les côtés BA et B'A' au'rdeli de A 
et A' en £ et E' , de telle sorte que G£ et CE' soient égales à 
la hauteur commune de toutes nos pyramides. Des points E et £' 
ëlevons des perpendiculaires sur CE et Ç/W ^ terminées en' F et 
F' & leur rencontre avec les perpendiculaires élevées & CG' en G 
et C; enâu menons la droite FF'. 

Considérons présentement une de nos pyramides , dont le sommet 
se projette an point G de CG' ; menons , par ce pomt G , la droite 
KL perpendiculaire commune aux deux câtés parallèles du inpèze * 
et conséquemment égale à BD et B^. Menons les droites GF et 
GF' , et abaissons sur les directions de AB et A^ les perpendi- 
culaire» GH et GH'. 

Si l'on joint le sommet de la pyramide au point H par une 
droite, cette droite sera évidemment la hauteur de la face laté- 
rale drat AB est la base ; cette hauteur sera doue Iliypotbénuse 
^nU triangle rectangle ayant GH pour l'iiD des cdtés de l'angle 
diait et potti l'autre la luuteur de la pyramide , c'est'i-diie , un* 
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fonguetu- égale à CE ; <!« «orte que la hauteur de celte face trlao- 
gnlaire aura pour expression 



n 



GH +CE ; 

or , les trois tnaoçles redan^les semblables BDA , CEF et GHG 
doonent 

iGC:GH= ^.GC , 
CF : CE = Jg- . CF i 
donc 

au mo^en de quoi ta hauteur de la face latérale dont la base est 
AB se trouvera simplemeat exprîme'e par 

KL.FG 
AB * 
et par conse'quent l'aire de celte face aura pour expressîoa 

KL.FG 

3 

Or , c«mme les circonstances sont absolument les mêmes de part 

et d'autre de ]a> droite KL , il s'ensuit que l'aire de U face latérale 

dont la base est kfW devra avoir pour expression 

KL.g'G 

a ' 

la somme des aires des deux faces latérales ayant pour hases AB 

et A''B^ aura donc pour expression 

KL.PG KCF'G KL _„ „„ 

-^— +— ^ ou -^ .(FG+F'G) i 

à canie du facteur constant —r , il sera nécessaire et îl suffira ; 

pauT que cette somme soit la moindre possible, que la somme 
Gf +GF' Le Boit elle - méu^e , ce qui exigera ^Lemmâ J) que 
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le poiot G soit tellemeDt situé lur CG' que les angles FGG et 

t'GC soient égaux entre eux. 

Les deux triangles rectangles FCG et F''G'G devront donc étr» 
semblables; de sorte qu'on devra avoir 

GC : GC : : CF : CF' ; 
mus les triangles rectangles semblables déjà employés donnent' 

GH : GC : : CE : CF ^ 

GC':GH'::CF':C'E', 

■lullipliant donc ces proportions terme à terme , il viendra , en 
léduisaiit 

GH: OH':: CE: CE' ; 

or, par construction, Us deux derniers termes de cette proportion 
sont égaux; donc, on doit avoir GH^GH', ce qui montre que le 
point G doit être l'intersection de CC' avec ta droîie qui divise 
en deux parties égales l'angle formé par les directions des côtés, 
non parallèles AB et A/W du trapèze , base de la pyramide. 

On voit de plus que les triangles rectangles formés par la hau^ 
leur de la pyramide, les perpendiculaires égales OH et GH' elles- 
haatears des deux faces latérales ayant pour bases AB et A'B' seront 
^gaux ; d'où il suit que les plans de ces faces seront également inclîness 
sur celui de la base de la pyramide,. ainsi qu'on l'avait annoncé. 

LEMME ly. De tous les Uents de prismes triangulaires fui- 
ent les trois mimes arêtes latérales et la mime section perpendi- 
culaire à leur direction commune ^ celui dans lequel U somme des 
aires des deux hases est la moindre possible esf te tronc de prisme 
triangulaire. iiorèle, c'est-à-dire , celui dans lequel Je plan qui passe- 
par les milieux des trois arêtes latérales est perpendiculaire à leur 
direction commune. 

Démonstration. Soit ^3^ ( fîg. i^) \a section perpendrculâirc aux 
arêtes AA'', BB\ CC' d^an tronc de prisme trian^gnlaire; Parl'un 
CI' des sommets de l'une de^ bssei A'B'O soit condurt iq 'j>]>n 
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•^C , parallèle an plan de l'autre base ABC ; ce plan détachera da 
troDC aoe pyramide quadrangalaîre , ayant pour base le irapèze ak.'h'fi 
et deranl avoir «on sommet en quelque point de la parallèle mene'e 
par le point c aux deux bases du trapèze. En outre , les deux 
triangles ACB et «C* seront égaux ; de sorte qne , la face Utë- 
rale AA'B'B étant donnée, pour que U somme ACB+AC'B' des 
aires dca deux bases soit ta moindre pos^ble , il scrj nécessaire et 
il suffira que la somme «C'ib+A'C'B' des aires des faces latêrulea 
de la pyramide, ayant pour bases les cdics non parallèles ufi et A'B^ 
do trapèze , soil la moindre possible, ce (\xii exigon ( Lemme 111 ) 
que l'arête CC soit tellement située que les plans de ces deux 
faces soient également, inclinés sur la base de ce Irapese ; d'où 
il résultera que les deux bases ACB et A'C^fi^ seront aussi également 
inclinées sur la face latérale ABB''A'. 

Ainsi , les siiu'atîons de deux des arêtes latérales du irunc 
étant données, la siiualioo de la troisième qui rend minin.um la 
somme des aires des deux bases est celle qui rend ces bases cgâ- 
leoient inclinées sur le plan des deux autres arêtes ; d'où îl suit 
que, pour que la somme des aires de ces battes soit un minimum 
absolu f il fani que leurs plans soient également inclinés sur celui 
de cbacune des trois faces latérales ; or , c'est ce à quoi on parvient 
évidemment en plaçant les milieux a fh , c Acs trois arêtes AA' , BB' , . 
CG^ sur le plan do la section perpendiculaire à leur direction com- 
mune ou , eo d'autres, termes , en rendant 1« tronc isocèle. 

THÉORÈME L Entre toutes les figures planes de même surface , 
U cercle est celle qui a le moindre périmètre. ■ 

Démonstration, Si l'on nie cette proposition , il faudra admettre 
que, parmi les figures pbmes d'une même étendue donniJe , celle 
de moindre périmètre est autre qua. le cercle ; et que c'est par 
conséquent one figure dans laquelle on pourra trouver deux cordes 
parallèles , inûmment vobines , qui n'aaront pas leurs milieux ■ sur 
VDO même perpettdlculaîrc i leur direction commuae.. 

lom. XnU . 20 
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Soit AV ( fig. i5 ) une de ces cordes , et soît MN la perpendi- 
eutaire îndtfBnie menée & sa direction par son milieu a ; soit BB' 
la corde consécutive à AA.' , ayant son milieu i hors de MN ; « 
Ton fait glisser cette corde BB'' , jusqu'il ce que son milieu se trouve 
sur cette droite , en faisant suivre le mouvement i toute la partie 
intérieure de la figure ; sa surface totale n'en aura éprouvé aucun 
changement, mais la somme AB+A^' et conséquemment le péri- 
mètre ( Lemme II ) aéra devenu moindre ; d'oi^ l'on conclura que 
la surface proposée n'est pas celle de moindre périmètre , entra 
toutes celles qui lui sont équivalentes. 

Corollaire. Il suit de là qu'entre toutes les surfaces planes de mémo 
périmi-tre, le cercle est celle de plus grande étendue. Supposons 
en ciTpt que l'on prétende que la surface de moindre étendue, 
•ous un périmètre donné P, soit une surface S dîJférenle d'un cercle. 
Soit fait un cercle C équivalent ii S \ son périmètre Q, par ce qui 
précède , sera <P; donc, si l'on fait un cercle O dont le péri- 
mètre -soit =P t ce cercle aura une surface plus grande que C et 
conséquemment plus grande que S\ d'où il résultera que S ne sera 
pas la plus grande surface contenue sous le périmètre F, comme 
on l'avait d'aliord supposé. 

THÉORÈME II. De toutes Us courbes planes çui , ayant une 
corde commune , enferment le mime espace entre elles et cette 
corde , l'arc de cereh est celle de moindre longueur* 

Démonstration. Admettons qu'il n'en soit pas ainsi. Soit l'arc de 
cercle A et un arc d'une autre courbe, d'une longueur C<,À en- 
fermant le même espace S , et soit achevée la circonférence. Sup- 
posons que la longueur du surplus soît L , et qu'elle enferme UD 
• espace T; nous aurions ainji un même espace 5+7 renfermé d'une 
part par une circonférence dont la longueur serait Ji~^L , et d'une 
autre par une courbe tmn circutairedont le périmètre s^ait C-^L^jt+Lt 
ce qui est impossible ( Théorème 1 }. 

Corollaire* Par un raisonnement tout semblable à celui dont ooui 
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MU» hit usage dans le précédeot corollaire » on démontrera qu'& 
rinvecse entre tous les arcs de courbes de mime longueur, qui ont 
une corde commune , l'arc de cercle est celui qui renferme le plus 
grand espace entre lui et sa corde, 

THÉORÈME 111. Entre tous les corps àe même volume , la 
tphère est celui qai a la moindre sur/ace. 

Démonstration. Si l'en nie cette proposition, il faudra admettre 
que, parmi tous les corps d'un même volume donne, celui de 
moindre surface est autre que la sphère , et que c'est- par consé- 
quent un corps dans lequel on pourra trouver trois cordés paral- 
lèles infiniment voisines , au moins , non situées dans un même plan, 
dont les milieux ne soient pas dans un même plan perpendtculaii* 
k leur 'direction commune. 

Soit c ( fig. 16 ) le milieu d'une corde , et soit le plan de la 
figure un plan conduit par ce milieu , perpendiculairement à sa 
direction ; soient a , b \cs points où ce plan est percé par deux 
antres cordes parallèles à celle-là qui en soient inûnimcnt vuîaincs 
et qui oe soient pas situées dans le même plan avec elle ; et sup- 
posoDs que ces deux nouvelles cordes n'aient peint leurs milieux 
en a et h. GonceTons le plan de la ligure partagé en un réseau 
de triangles infiniment pelitS} par les sommets desquels soient menées' 
de» cordes parallèles aux trois premières ,' ces cordes seront tes 
«rites latérales d'une suite de troncs d« prismes triangulaires dont 
nos triangles seront des sections perpendiculaires aux arêtes. 

Cela posé, on pourra, (aire glisser les cordes ou arêtes qui passent 
par a «l i t jusqu'i ce qu'elles aient leurs milieux en ces points. Ed 
opérant ainsi de proche en proche sur toutes celles des autres cordes 
qui n'auront pas leur milieu but notre plan, jusqu'à ee qu'on les 
ait amenées à les y «^otr toute* , on n'aura point changé 
le volume du corps dont il s'agit , tandis qu'on en aura ( Lemme ÎV) 
diminué la surface ; d'où l'on conclura que cette snrface n'était 
pu la moindre de toutes celles qui pouraient contenir leTolumë donné. 
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Corollaire. II suit de U qu'entre tous les corps de même sarrace^ 
la sphère est celui du plus grond volume. Supposons, en eJTel, que ' 
l'on prétende que le volume de moindre étendue, sous une satface 
donnce 5» soit un volume K différent de ta sphère. Soit Tsite oiw 
■phère % équivalente à ^ , sa surface S' sera , par ce qui pré- 
cède <5 ; donc, si l'on fait une sphère %' dont la surface soit 
égale à S , cette sjihèro aura un volume plus grand que S . et 
conséqucmment >/^i d'où it résulterait que V ne serait pas le 
plus grand volume contenu sous la surface S ^ ainsi qu'on l'avait 
•uppoâé. 

TIIÉOnÈME IV. De tou/es les surfaces courhes quî , se ter- 
minant à une même circonférence de cercle , renferment h même 
volume entre elles et le plan di ce cercle , la calotte sphériqtie 
est celle de moindre étendue. 

Démonstration. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Soit la calotia 
«pbért({ue C et une autre surface 5<C enfermant le même volume 
y et soit achevée la sphère. Supposons que la surface du snrplu» 
soîi C enfermant un volume V ; nous aurions donc ainsi un même 
volume V-^V enfermé d'une pan par une surface sphérique C+C, 
et d'une autre par une surface moindre S-{-C' , ce jqiii est impos- 
sit.lc ( Théorème 111 ) {*). 

Corollaire. Par un raisonnement tout semblable i celui dont noas 
Avons fait usage , dans le précédent corollaire, on démontrera qu'à 
J'inverse de toutes les surfaces courbes de même étendue , terminées 
h une mime circonférence de cercle, la calotte sphérique est cette 
qui enferme le plus grand volume entre elle et ce cercle. 



(*) Ceci expliqoe , en pariicnlîer , pour^ am le* bultei de savon Mot leosi* 
.blement iphérK|uei ; elles le seraient rigourcDacment li ' elles étalent partool 
^'une éptfiiiGur uqirorme, et *ï la pesanteur a'esJstait pis. 

J.D.G. 
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■ QUESTIONS RESOLUES. 

Démonstration du théorème de géométrie énoncé à la 
page 331 du XIL* volume des Annales ; 

Par MM. Pagami Michel , ingénieur à Genève , 

QuEBRET , chef d'institution à St-Malo , 
Et DuHEvANDE, profcsscur de physique au collège 
royal de Cahors. 

J. HÈORÈME. ta cireonfirencê ^ui passe par les centrés âe trois 
^ueicomqtus des ^uitre cercles ^ui touchent à la /ois les troU 
'cûtés d'un triangle (fuelcon^ue est double de celle palpasse par les 
trois sommets de ce triangle* 

Démonstration, Soient h t B , G -( fig. 17 ) les trois somniets da 
triangle dont it s'agit. GonceTons que l'on eo ait dÎTÎsrf les trois 
angles en deux parîies égales par des dioîtes ; il est cooou qaç 
CCS droites concourront toutes en un même point O , centre du cercle 
iascrÎL Par les Mmmcts d'où partent ces droites , menons-leur res- 
-peclire ment des perpendiculaires , formant, par leur rencontre deux 
•à deux, un nonveau triangle circonscrit au premier. Soient A' « 
B', C' les Bonunels qui , dans ce dernier , sont respectivemeot op- 
'poséa aux sommets A, » B , C du premier ; ces points seront , comme 
'l'on sait , les centres des trois cercles cx-inscrits au' triangle ABC; 
c'est' &-dire , les centres de trois cercles^ dont dupun tonche , a la 
^ois , un côl^ du triangle et les proloogemeos des deux autres. 

Les pointa A' et O , étant ainsi les centres de deux cercles ins- 
crits ïi un m£me angle BAG , devront se trouTcr en ligne droit* 
-avec le sommet A do cet angle j et, pour de sembUbles raisons, 
Jes pointa B' j O ., B , ainsi que les points G' , O , C seront égale- 
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nenl en ligne droite ; de sorte que le point O j intersection dei 
droites qui dÏTÎsent en deux parties égales les trois angles da triangle 
ABC , pourra aussi être considéré comme celui oà se croisent les 
perpendiculaires abaissées de chaque sommet sar la direciion du 
côté opposé, dans le triangle A'B'C', et que le triangle ABC aura 
ses sommets aux pieds de ces perpendiculaires. 

Remarquons présentement que , lorsque deux triangles ont an 
côté égal , et que l'angle opposé dans l'un est supplément de t'angio 
opposé dans l'autre » ces deux triangles sont nécessairement ins- 
criplîbles ii un même cercle ou à des cercles égaux ; puisqu'en les 
opposant base & base , on formera un quadri.'nlcre ayant deux angles 
opposés supplément l'un de l'autre , et -cciiséquemment inscrlptible 
au cercle; et que le cercle qui lui sera circonscrit le sera en même 
temps aux deux triangles dont 11 s'agit. 

- Or , à cause des angles droits opposés en B et G , le quadri- 
latère OBA^C est inscriptible au cercle ; donc l'angle BOG , et 
conséquemmeat son opposé au sommet B'OG' est supplément de 
l'angle A'; d'où il suit , par ce qui rient d'être dit ci dessus^ 
que les deux triangles B'A'C'' et B'OG'' sont inscriptiblcs à 
des cercles égaux ; et , comme on prouverait évidemment la même 
chose de cbacuû des deux triangles OOA' , A/Oh' , comparés an 
même triangle Â/h^' ^ il i'easnit que les £irconfireacâs guipassent 
par ies centres ie trois quelconques des quatre eerehs qui touchent 
à la fois les trois côtés ^un même triangle sont toutes égales entre 
elles , et ont conséqucminent même rajon. Il reste donc i établir 
que le rayon de l'une d'elles y de celle qui est circonscrite au triangle 
A'B'G'', par exemple , est double du rayon de celle qui est cii^ 
conscrite au triangle ABC. 

Four y parvenir , remarquons d'abord que le rayon du cercle 

eircoDscnt à ua triangle étant égal au produit de a«i trois c<^lés 

divisé par l'aire du triangle « et l'atre d'un triangle étant la moilid 

' du produit de deux quelconques de ses eàiéa par le sinus de l'angfo 

compris , il s'ensuit que le rayon du cercle circonscrit à un triangle 
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est fyat àiin 4é sis côtés dinsé par /« JoaiU au aînvi ie F^angle 
opposé; ce qae l'on peut d'ailleurs dëmoDtrer directement d'un* 
manière fort simple. 

Cela pos^ , si l'oo désigne par R et B^ , respeclivement les rayooi 
des cercles cîrcooscriis aux triangles ABC et Â'B^C, on aura 

AB=aA5/B.C , A'B'=3iï'5wï.C . 

Mais , si l'on circonscrit au triangle A''AB' un cercle > dont le rayon 
«era 4^^^ ce cercle se trouTera aussi circonscrit au triangle AB^Bf 
de sorte qne son rayon pourra également être exprimé par 

AB ., . ., . 

•^ —— ; dou II suit que 

AB=A'B'5;n.AB'B , 
mettant donc dans cette dernière ëquaiîon pour AB et A^' les 
valeurs trour^s ci-dessus , elle deviendra 

Or , parce que le quadrilatère OAB'G est inscriptible ao cercle , 
l'angle AB^ ou AB';i doit être égal à ACO ou ACC ou moitid 
de l'angle C-, au moyen de quoi la dernière équation et -dessus 
devieot 

S'SinXi'Sm.{C=JHSin.C=iHSin.iCCos.\Ci 
ce qui donne, en réduisant, 

mia.QssinCûs.iC * 
Présentement , da mêmcqu'or. ^ ..^.OB'Bzs '-C , on doit «voir 
pareitlement- 

Jng.^C'Cs,{h , ^fl^JL'CCŒiA j 

d'où , en ajoutant , 

G'=;(A+B)=;.-jC; 

donc 

donc fînalement 

ce qui compl&ta I« démoDstratioa du théorème. 
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Telle est , en substance , la démonstration donn^ par MM. Fa- 
ganî et Querret. M. Durrandc , en parlant des mêmes préliminaires , 
emploie , pour parvenir au but , un très-élégant théorème dé géo- 
métrie élémentaire, démontré par M. Poncelet , i la page 3i5da 
XI-' volume dn présent recueil ; lequel consiste en ce que les pieds 
A , B , C des perpendiculaires aboîssëex des sommets A' , B^ , C^, 
d'un triangle f fig. 18 J sur les directions des calés opposés , les 
milieux A" , B" , C , de ces mêmes côtés , et les milieux A'" , 
g/// ^ (^M , des distances des sommets au point O où se croisent 
les trois perpendiculaires , sont n^/ points appartenant à un« même 
circonférence. 

Il en résulte d'abord immédiatement que le cercle circonscrit au 
triangle ABC l'est également au triangle A"h"C" , semblable i 
A'B^C et ayant acs côtés moitié des siens; d'où il suit que le rayon 
du cercle cîrcooscrit à ce dernier doit être double de celui du 
cercle circonscrit an triangle ABC. 

Eu outre, le raéme cercle circonscrii ï ABC l'est aussi i A."'h"'C"t . 
aemblable à A'WO , et ayant ses côtés moitié des siens ; d'où il 
résulte que le rayon du cercle circonscrit h ce dernier doit aussi 
éire double de celui du cercle circonscrite ABC, et conséquem- 
ment e'gaL k celui du cercle circonscrit 1 A^B^C; ce qui démontre 
complètement le théorème. 

En renversant le théorème proposé, oh obtient le suivant: 

THÉORÈME. La circonférence du cercle circonseril à un triangle 
est égale à celle de chacun des cercles qui passent par deux de ses 
sommets et par le point de concours des perpendiculaires abaissées 
de cet mimes sommets sur les directions des côtés opposés ; cha- 
cune défies est double de celle çtii passe par les pieds des trois 
perpendiculaires. 

Bien que ce dernier théorème se tronve suffisamment établi par 
ce qui précède , M. Durrando le démontre tussl directement ,- par 
1^ fonctions circulaires. , 
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GÉOMÉTRIE TRANSCENDANTE. 

'Solution nouvelle dun problème énoncé dans la 
correspondance iur l'école polytechnique; 

Par M. Thomas de St-Laurent , lieutenant , aide-major 
du corps royal d'état major , au 7/ régiment d'artillerie 
h pied. 



A la page 275 du IL* volume de la Correspondance sur T école 
polytechni^e f on trouve ce qui suit: 

« Un ancien élève, directeur des douanei \ Fuligno, département 
» de Trazimène , M. Dubois-Aymé se promenait sur le bord de 
» la mer; il aperçut , à quelque distance , quelqu'un de sa connais- 

• sance, et se mît à courir pour l'alteindre; son cbien, qui s'e'tait 
» écarté , courut vers lui, en décrivant une courbe dont l'empreinte 
a resta sur le sable. M. Dubois , revenant sur ses pas , fut frappé 
» de la régularité de cette courbe , et !1 en chercha l'équation , 
» en supposant , i.*^ que le chien se dirigeait constamment vers l'en- 
» droit où il voyait son maître; 3.* que le maître parcourait une 

• ligne droite ; 3.** que les vitesses du maître et du chien étaient 
V unifomics. 

> Prenant pour axe des y la ligne droite parcourue par le maître j 
» et pour axe des x la perpendiculaire abaissée sur cette droite 
» du point de départ du chien , on trouve , pour l'équation de la 
» courbe , 

Tom. XiUf n.* V, i." novembre iSss. ai 
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!+ aHx"—a" jCot.7» 



I dans laquelle n est le rapport des vilCMes du eblen et de son 
> maître ; et • l'angle qae faii l'axe dei y a\ec la droite qui joint les 
. points de dopart du maître et du chien (*). 

» Ciiite cnurbe est telle que ses rayons de courbure sont pro- 
) poriionncis aux abscisses des points auxquels ces rayons appar- 



En cberchant à me rendre compte de l'analîse qui avait pu 
conduire à celte équntîon , elle m'a paru inexacte , et il m'a semble 
que la courbe qui résout te problcRic ne pourrait, en particulier, 
jouir de la proprtdië annoncée. Je vais exposer ici la marche que 
j'ai suivie et les résultats que j'en ai obtenus ; en laissant au lecteur 
\ prononcer entre ces résultats et ceux qui se trouvent consignés 
dans la Correspondance. 

Quelle que soît I» courbe décrite par le chien , on peut toujours 
supposer qu'à chaque instant il marche sur la tangent* k cctic 
courbe ; d'où il suit qu'à choque instant aussi la tangente menée 
à la courbe qu'il décrit , par le point de cette courbe où il se 
trouve, va couper la droite dccriie par son maître an point où celui- 
ci se trouve lui-mcmc en cet instant. 

Soit prise cBite droite pour axe des y , les coordonnées étant 



(*) On ne dit pas ce ^ue a représente ; maia on peut préiumcr que i 
dislaucc de l'origine au point de dépari du chien. 

J. D. G. 
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rsctangulaires et l'oiigine quelconque. SI l'on désigne par [s' , y*) 
le point de la courbe où se trouve le chien & on instant quel- 
conque , la tangente en ce point * dirigée vers son maître , aura 
pour éqnation 

oà aura donc la position du maître sur la droite qu'il décrit , ou 
aa distance \ l'origine , en cherchant TintersectioD de ce celte tan- 
gente avec l'axe des y , c'est-à-dire la valeur de son ordonnée qtû 
répond à «— o ; désignant donc par y" cette ordonnée , on aura 



"=r'-"^ ■ . W 



y"= 



Or > présentement , si l'on désigne par n le nombre d'unités de 
longueur que parcourt ta maître pendant que son chien en parcourt 
une seule, et que. suivant l'usage, on représente par j' la lon- 
gueur de l'arc de courbe commefiçant à un point quelconque et 
se terminant en (j;' , y') , on aura 

ày» dy - as' 

d*' ' Axf àx> ^ ^ ^ 

mats , d'une part , en dîfFérentîant l'équation (2J et y considérant 
ti' comme la variable indépendante » il rient 

dy d*jj 

■ "dF "*"* "d*^ '■ 

d'une autre, on a, en remarquant que, jf croissant, «'diminue 
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substituant donc , et supprimant les accens , dosonnaîs inatilei y 

on obtiendra pour l'éguaiion difftirentielle seconde de la courbe 

che\rchéâ 



. ^"r . 



'^y^H^y- C4) 



Hemarquons d'abord , arant d'aller plus loin , que , d'après la 
manière dont nous avons procéda , cette e'quatioo ne suppose pas 
essentiellement que les vitesses du chien et de son maître soient 
constantes ; mais seulement qu'elles sont h chaque instant dans le 
mente rapport. On conçoit , en effet , que la nature de la courbe 
décrite par le chien ne saurait dépendre des vitesses absolues. 

On sait qu'en représentant par r le rayon de courbure d'une 
courbe en l'un (s ,y) de ses points , on a 



à»* 

en mettant donc dans cette formule pour -r— sa râleur (4) » il 

viendra 

d'où l'on voit qu'il n'est pas vrai que le rayon de courbure de la courbe 
dont il s'agit soit , comme on l'a annoncé dans la Correspondance , 
proportionnel à son abscisse. On voit en cifct que ce rayon est 
proportionnel au produit de l'abscîsse par \é quarré de la co-sécante 
de son inclinaison sur l'axe des sr. 

Four obtenir l'intégrale première de l'cqualion (4) , faisons , suï- 

vant l'usajje , — =:^j elle deviendra ainsi 
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c'Mt-à-dire ; 



ëquatioD «éparée dont l'iotégrale est 

iMi.(.p+</Vif')=''ÏJ>i''t+''iji^.x=nLos.Ax=.l.%.(AxY , 
d'où 

-<= -^ÎH-Zh?}" i (7) 

A ëtant la constante arbitraire; 

Employons cette constante i fixer la position de l'origine, sur 
laquelle nous n'avons pas encore statué , en la prenant de la ma- 
nière la plus propre ^ simplifier la forme de Tëquation primitive. 
Remarquons pour cela que , les. résultats auxquels nous sommes 
parvenus jusqu'ici étant absolument îndëpendans du temps , il nous 
est permis de ne pas considérer de point de départ, c'est-k'dire, 
de supposer que le maître et son chien marchent depuis quel temps 
on voudra ; d'apr&s quoi on peut concevoir une époque oii la tan- 
gente menée ï la trajectoire par le point de cette trajectoire où 
le chien se trouvait alors était perpendiculaire \ la droite îadé~ 
Unie décrite par son maître , c'est-îi-dire , \ J'axe des y ; et où 
conséquemment le maître se trouvait au pied de celte perpendiculaire, 
c'est-à-dire, à l'otigine. Prenons donc cette tangente pour exe des 
a , et supposons qu'alors la distance du chien à son maître est 
a ; cela reviendra À admettre que , tandis que le n^aitre part de 
rorigine pour parcourir l'axe des y , dans le sens des y positives, 
son chien part d'un point de l'axe des ss distant de cette origine 
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de la quantité a: on devra donc avoir , en même temps , xszaetpszo: 

au moyen de quoi l'équation (7) deviendra simplement 

a 

valeur qui , substituée dans celle mime équation (7) , la changera 
en celle-ci : 

En transposant et faisant disparaître le radical , on tire de ceite 
dernière 



"^^m-i^yi 



(6) 



valeur qnï devient également infinie , soit que s soit nul ou bien 
qu'il soit infini, 

Oo tire de U successivement 

d'où 

ce qui doflpe f en intégrant, 
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Si l'on vent compter les arcs depuis le point qne nons avons con- 
sidère comme point de départ du chien , on devra avoir à la fois 
j==o et s^a , ce qui donnera 

puis en retranchant 

D'après les fcrmules (6 et g ) , on- aura 
d'où on tirera .,.-,,' 

xî^(7)^-'-=(i)^}- 

le rayon de courbure maximum ou minimum répondra doto, ixi 
point pour lequel on aura l'uae ou l'autre des deux équations 



(f)^+(;)^=o. 



La première j qui reTient à 
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donne 

valeur qui ne sera rëelle qu'autant que n sera une fonction ayant 
un dénominateur pair « et qui sera alors égale ï —a, La seconde 
donne 



-rsï' f^' 



valeur qui sera toujours réelle , lorsqu'on a,ura n> f «* mais qui , 
dans le cas de n < ; ne sera réelle qu'autant que n sera une fraction 
ayant un dénominateur pair. Quant au rayon de courbure au point 

de départ du chien ou ;r=sa , il sera — . 

Passons enHn î la recherche de l'équallon de la courbe. En 

remettant pour p sa talenr ^ dans la formule (8), on a 

ctest4<dire' 

£n se rappelant qu'lh ^ = o ^oit- répondre x-ssa , on aura 

d'où y en retranchant 
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Telle est donc l'ëquation de la coarbe. 

Cette équation peut être mise sous la forme suivante : 

de sorte qu'en portaat l'origine au point de l'axe des y pour le- 
quel on a 

y=3 , (16) 

cette ëqaatioD deTieodra «mplement 

a ( a y J \"+i , I/o \it-t i 

»=TiHT(rJ +—(:;) i- (.7) 

Si l'on pose 
on aura 

ï=y'+r" ■ 

En conilruisanl donc les conrbu ezprlmiiea (Jar les dqnalions (18); 
ce (jui sera facile an mo;en dea logarithmes , les ordonnées de la 
courbe cherchée seront la somme des leurs. 

En désignant par y/ la distance du maître k l'origine , lorsque son 
chien est au point (*,}-), 00 a, pour la distance dn chien i son 
maître , 
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Vx'-Hr'-r)' i 
mais la formule (2) donoe 

ce qui donne , en substituant, 

VI^;-. ou i,|(i)+(ijj,. 



OU encore 



-i(fr+(7n- (■«) 

Après avoir ainsi détermine les formules générales , venonsa qael- 
ques cas particuliers. Supposons , en premier lieu , que la vitesse 
du chien soit ëgale à celte de son maître ; on aura alors n=i , 
ce qui rendra infinie une partie du second membre de t'éqnation 
de la courbe. Cette circonstance annonça nn changement dans la 
forme de la fonction , et nous oblige de refaire une partie de 
nos calculs pour ce cas particulier. 

Nous aurons ici 



ce qui donnera, «n intégrant 

en se rappelant toujours qu'k 5=0 doit répondre xr=/i , on aura 
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d'oii , en retranchant , 



OU encore 



47=(f)"+W.(f)--.! 

ITous auTODS ensuite (ii) 

ou bien 

4' jl ' 

l'abscisse du point pour lequel le rayon de courbure est le mo 

dre , sera 

et sa longueur sera 

9 

Quant au rayon de courbure au point de déport du chien , il t 
égi\ a a. 

On aura enfin 
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c'est-i-dirc , 

CD se rappelant donc qu'à y=o doil répondre x=-a ^ on aura 

d'oà , en retranchant , 

Cette ^qua^îon peut être écrite ainsi 

d'où l'on voit qu'en descendant l'origine sur l'axe dea f de la quantité 
— l'équation de la courbe aéra simplement 

(20) 



(a.) 









/ — 


4« 


a 


'"»•,• 


de 


sorte 


qu'en 


posant 






y 


'= 




> 


y"= 


-Lob.-, 


on 


aura 










jrsy'-y" 
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Eo ccmstraisant donc les deux coarbes exprimées par les e'qualions 
(21), dont la première est une parabole ayant pour an e l'axe dei 
y, son sommet à la nouvelle origine , et son foyer ht tine distance 
a aa-desius , tandis que la seconde est une logarillirnique , les dif- 
férences de leurs ordonnées correspondantes seront les ordonnées 
de la courbe cherchée. 

On voit aisément , par la forme de l'équation (19) , que la courbe 
est entièrement située du côté des x positives ; elle l'est également 
du cdlë des y positives ; car , pour que y pût être négatif , il 
faudrait qu'on pût avoir (19) 

— <-Log. — , ou *''-^<(-J î 

ce qui est impossible, puisqu'ona, en général, «"*=i-f— H h->'ï'> 

Celte courbe est donc entièrement située dans l'angle des coordonnées 
positives- La voleur de p , qui est ici 

fait voir d'ailleurs que s croissant de a\ Ilnfînî , ^ croîtra de zéro 
i l'infini positif, tandis que, s décroissant de a à zéro , p décroît 
de zéro 4 l'infinî négatif ; et comme d'un autre côté j' devient éga- 
lement infinie , soit qu'on fasse x nul ou qu'on le fasse infini , on 
en doit conclure que la courbe, constamment convexe vers l'axe 
des X , a deux branches infinies comme la parabole , avec cette 
difFérence que ces deux branches n'ont pas la même courbure. 
On voit , en effet , que l'une d'elles est hyperbolique , ayant l'axe 
des y pour asymptote , tandis que l'autre a pour asymptote une 
parabole située du côté de sa concavité et ayant pour équation 
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Ëofia> l'exprossion gën^raie (19) de la distince du chîen k son 
maître devient , dans le cas actuel , 



■+(.)■; 



.quantité' qiiî tend sans cesse à se réduire & ^a , ï mesare^que s 
dcTient plus petit. Ainsi , non seulement le chien n'atteindra jamais 
■on maître , mais il en sera toujours i une distance plus grande 
que la moitié de celle qui l'en séparerait au moment du départ. 

II est facile de conclure de là que, ai l'on développait la courbe 
décrite par le chîen , en l'appliquant contre l'axe des y , son ca- 
trémité tomberait 3 une distance '-a au-dessous du point de départ 
du mattre. 

Pour second cas particulier , supposons que la vitesse du maître 
soit double de celle de son chien, c'est-à-dire, supposons n=3. 
Nous aurons d'abord (10) 



=T=K7-0i(7)'+(f)--3a)-H.!- 

Nous aorons ensuite (i ■) 



.W(M 
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L'abscisse da point pour lequel le rayon de coorbure sera-miot- 
num , sera^i4) 

et la loogaenr de ce rayon sera 
L'éguaUoB de la courbe sera (i5) 

En portant l'origine (16) an point ponr lequel on a 

r=— T" » 
cette ^qnation derîendra aimplement (17) 

^7lKf)+(7)l' 

de sorte qu'en posant (18) 

on aura 

Les ordonnées de la courbe feront donc la somme de celles d'une 
parabole cubique et d'une byperbqle ordinaire ayant leur centre 
commun k ta nouvelle origine et situées dans I^s deux angles des 
coordonnées de mêmes signes; les noureauz axes ëtant les asymptotes 
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de rhypcrbolc et celui des x étant une tangente & la parabole cu- 
bique. La courbe cherchée aura donc aussi un centre à la nouvelle 
origine; elle sera composée de deux parties séparées , parfaitement 
égales , situées dans les angles des coordonnées de mêmes signes , 
et ayant chacune deux branches infinies , comme ta courbe qui 
répond au premier cas , dont l'une hyperbolique et l'autre para- 
bolique. Les deux branches hyperboliques auront l'axe des y pour 
asymptote commune. L'asymptote commune des deux autres sera 
la parabole cubique. Ou sent d'ailleurs que la partie de la courbe 
située dans l'angle des coordonnées positives sera la seule utile au 
problème. 

On trouvera enfin ici (19) , pour l'expression générale *de la dis- 
unce du chien i son maitre , 



(7>(7)i 



quantité qui tend k devenir infinie, à mesure que jr devient plus 
petit. Ainsi , l'avance du maître sur son chien croîtra ici indéfiniment. 

Pour demiire application, supposons qu'à t'inverse la vitesse du 
chien soit double de celle de son maitre, c'est-à-dire, onpposon» 
»=;. Kous aurons d'abord 

Nous aurons ensuite (11) 

â'o& Ton voit qnè le rayon de courbure sera le pins petit possible 
lorsque x sera nnl, et que sa longueur sera alors \a. 
L'dquatîon de la courbe sera ici (i5) 
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mi'u en porUnl l'origine ui point di^l'aïc df« y ponr lequel on a ( 1 6) 
elle deviendra simplement (17) 

de sorte, qu'en posant . . 

c'est-^-dire , 



y-y^^a.. 



11 est aicë de conclure de 1^ que la courbe est toute situt^e du 
côté des X positives; qu'elle est symétrique par rapport au nouvel 
axe des » , quî ea est un dlaioètre principal ; que . la pourelle 
origine est le sommet de ce diamètre ; que la courbe par- 
tant de ce point s'écarte également de l'axe des :r , ' en'âessus et 
eu dessous , jusqu'à la distance a de l'axe des / . où il y a une 
double ordonoée maximum égale à \a;^ que^ passé ce terme, les 
deux branches se rapprochent de l'axe des s où aWfH vont se couper 
à une distance Za de l'origine , en faisant avec lui des angles de 
3o' ; et qu'ensuite elles se prolongent indéfiniment , en s'ëcartant 
de plus en plus de cet axe. 

Tom, Xlil. 23 
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^.'expression générale do U distance du chien à soo inBltre(ig) 
devient ici ■ - "" , î 

.^h^^r^- ..... 

qui est nulle en même temps que s. Le chien atteindra donc son 
matirc ; et comme , abstraction faite du signe , pour ;r = 0( on a 



il s'ensuit que, lorsqu'il l'atteindra, le maître aura seulement par- 
couru les \ de rintervalle a qui l'en séparait au moment du départ. 
Mais , afin que la loi de continuité soit maintenue , la figure de 
la courbe indiqué que le chien, après avoir atteint son maître, le 
fuira en conservant. toujours une vitessa double de la sienne. 

On voit donc , en résumé , qu'excepté le seul ras où les vitesses 
sont égales , la. C9urbe décrite par le cbîen est toujours algébrique; 
et que , sans qu'il soit nécessaire de faire disparaître les radicaux , 
ce qui quelquefois pourrait être assez diJEcile , on pourra toujours 
commodément la décrire , .au moyen de deux courbes auxiliaires 
dont une s«ra de la famille comprise sous la formule générale 

tandis que l'autre sera de Ta même faïuille 6u de la famille com- 
.prise sous la formule générale 

'suivant que n sera moindre on plus grand que l'unitét 
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ARITHMÉTIQUE. 

Addition à l'article Ofr la paisaancea et racines 
numériques, inséré à la page 559 d" ^I' volume 
du présent recueil ; 

Par M. QoEBBET , chef d'institntion à St-Malo (*)• 



Il a été obsenrj , l l'endroit cite , qo'en posant successivement 



r~~''^^.=^.. 




:..■ .,.. .;. V...V. ; 




f~=?^-+3^„-,=^».,. 


*■ 



O Tom ca qo'on v« lire le uonait as «liiance dans l'arlicle rappelé i maii 
la défaut de dénloppaoens lliffiniii ne.nniil^miitjjoi. d'eu conpiendre q«e 
ce que no» en poblibnel^ 

J.D.C, 
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■m m«-»i , , . 



et on a appliquii cette remarque à la formatioD du cube de 4'j 
Nous remarqueioas présentemeut que.siroa po^ successif einen> 

j4, +i =A', 

J. +iÀ', =A', 

A, -i-lA'. =A' 



Am.,+bA'„., = A'„., 



qu'en posant ensuite , 



A', +i =A'', ; 

A', +bA", t=A", , 
A', i+iA", ' ^A", ; 
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<p.'iiù posant encore 

A", +i . =A"'. , 

'J", '+iA'", =A'". , 

J", +iA"'. =A"', , 



A"„.,+iA"',.,=A>"„., , 

on aura 

et ainsi de suite. On a donc ainsi 

A „ =(a+*)- , , . , 

I -<"«-.= î-'^i («+*)-" s 
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Appliquons ce résultat à la formation de la cioquièrae puissance 
du nombre 41^' Nous avons dé)k trouvé , & l'endroit cité. 

^,=2070 , 

lirf, =1744900 , 

^, = 76ai43ooo , 

^4Sti8i35ooioooo , 

rftf, =33934500700000 ; 

d'après quoi on conclura successirement des précédentes formules, 
en prenant constamment 70 pour 6 , 

:<<',r=di4o , ^",=3310 , ^'/''.=338o»^"",=f235o 

^,=1894700 , A'\=2o4s^oo , À''\=i2ogooo , 

J' jSSq^TJ 2000 , A'\^to3&24oooo , 

A'^ » 343984050000 , 

. 33934500700000 ■ 1=533934500700000 

3439840^0000 . 3ss 73i953i5oooo 

jo3634oooo « 93 9344070000 

3309000 . 37= 59643000 

335o . 81 = i()o35o 

X . 343=" »43 



On aura (473)>= 2367 5856753593 , 
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En nnversBnt le problème , oa est conduit , pour l'extractloo des 
racines à un procédé simple et uniforme, qui n'exige que l'emploi 
de l'addition et de la multiplication par des nombres d'un seul cbiiTre, 
Nous allons l'appliquer k un exemple , en nous bornant à la pra- 
tique; la théorie pouvant être aisément déduite de ce qui précède. 

Soit QD nombre entier dont il faille extraire la racine cinquième ; 
et supposons qu'après Tavoir partagé en tranches de cinq chiffres 
cbacnne, en allant de droite à gauche , les trois premières tranches 
à gauche soient 

a38o,ia582,56547 , : . . ; 

Toicî d'abord l'opération, dont nous expliquerons ensuite les détails. 

a38o,ï 3582,56547 , | 473 ••• 

]oa4 



I 356 ta 58a 

136945007 



866757555547 
741 356053593 



I354oi5o3g54 . 



La racine cinquième en nombre entier de la dernîère'tranche k 
gauche étant 4 > o'*'** formerons le labletn suitant , dont'noss 
allons expliquer, l'organisation 
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4» 


1600 64000 aSGoooo 


5 


10 10 5 



200 16000 640000 13600000 (M) 
7 i449 122143 533Sooi 

307 1 7449 762 1 43 181 35oo I (Pi) 
7 i4g8 132639 6363404 

ai 4 18947 894772 24398405 
7 i547 143458 

S2I 3o494 io3823o 
7 «596 

328 32090 ' 

7 
335 

On ^crit d'abord les quatre premières puÎ9sance« du premier 
chiffre 4 ^^ 1^ racine , en metlant à la draite de chacune autant 
de aéros qui! y a d'unités dans le nombre qui en marque le degré. 
On écrit au-dessous les quatre coefficiens intermédiaires 5 , 10, 10, 5 
de Ja cioquième puissance d'un binôme ; et on prend les produits 
des npmbres correspondans , ce qui forme une suite dont le dernier 
nombre est désigné par (M) et que nous appellerons première sait* . 

Après 
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Après'aroir iet'it sous la dernière . trancbe du nombre proposé la 
cinquième puï^ABDce de 4 q"> «** loa^i on faîl la soualraction , 
et on abaisse à la droite du reste la tranche suivante du nombre 
proposé, ce qui donne un premier dividende i356ia58a , dont la 
division par le nombre (M) donnera un quotient entier qu'il ne 
faudra jamais prendre au-dessus de 9, et que le second chiffre de 
la racine ne pourra jamais excéder. On trouve ici ç). 

En soumettant successivement 9 et 8 à la ve'riGcatîon que nous 
allons eiptiquer-, on les trouve trop grands } on passe donc à 7 
que l'on vérifie comme il suit ; 

Au moyen de la première suîic, on forme la seconde et la troi* 
siime simultanément de la manière que voici : on écrit 7 sons le 
premier terme de la première suite, auquel on l'ajoute; on porte 
le produit de la somme par 7 sous le second terme de la première 
suite, auquel on l'ajoufe ; on porte le produit de la nouvelle somme 
par 7 sous le troisième terme de la première suite » auquel on 
J'ajoute également ; et l'on continue ainsi , jusqu'à ce qu'on soit 
parvenu à former le dernier terme de la troisième suite que nous 
avons désigné par(N). C'est parce que le produit de ce dernier terme 
par 7 est moindre que notre premier dividende que l'on reconnaît 
que le chiiTre 7 peut être admis comme second chifTre de la racine. 
On porte ce produit sous le premier dividende , on fait la sous- 
traction et l'on abaisse la troisième tranche à la droite du reste , 
ce qui donne un second dividende 866757556547- 

Retournant alors de nouveau aux suites ; de la troisième on dé- 
duit exactement la quatrième et la cinquième » en employant tou- 
jours le chiffre 7 > de la même manière que la seconde et la 
troisième avaient été déduites de la première. Par le même procédé 
on déduit la sixième et la septième de la cinquième , mais en 
arrêtant celles-ci à un terme de moins ; de la sepllème on déduit 
pareillement la huitième et la neuvième y que' l'on arrête encore 
\ un terme de moins j en poursuivant ainsi , jusqu'à ce qu'on soit 
arrWé & deux dernière» suites (f lin seul terme. 

Tom. XW. a4 
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Pour continuer l'opération , oa formera U weond tablen que 
voici, et dont nous allons expliquer la formation,* 

a35o aaogooo io3833oooo 343984050000 (M') 
3 7 o5q 66431 77 3 1 3463453 1 



'2353 3ai6o59 »o44878i77 a47ii868453i (W) 
3 7068 6669381 3154642674 



fl356 33a3i37 io5i547558 35o2733373o5 
3 7077 6G90612 



3359 3a3o2o4 1058238170 
, 3 7086 



a363 3337390 ' 
3 

3365 

La première suit' de ce tableau eal formée des dcrnieri oom-- 
brea des coloaoes du prëcëdeot , à la droite ds cbacuo desquels 
ou a écrit autant de zéros qu'il y a d'unild^ dans le nombre qiri 
en indique le rang. Le second diyîdenâe divise par le deroier lerno» 
de cette suite, que nou« avons d^^igné par ^M'^ > donnera un q«o- 
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tient eutier qu'il ne faudra jamais prendre supérieur & 9 , et que 
le troisième chifFre de la racine ne pourra jamais ' excéder. Oa 
trouve ici 3 que l'on vérifiera en continuant exactement le second 
tableau avec lui comme on avait conlijiaé le premier avec 7. 
Lorsqu'on sera parvenu au dernier terme delà troisième série, 
que nous avons désigné par (N'),'on verra que le produit, de ce 
terme par 3 peut être relrnnché du second dividende ; et c'est à 
ce caractère que l'on reconnaîtra que 3 peut être admis comme 
troisième chiffre de la racine. Portant donc le produit de (N^) par 
3 sous le second dividende , faisant la souslractioa et abaissant à 
la droite du reste la quatrième tranche , on aura ainsi un foi- 
sièm« dividende. On achèvera le second tableau aveo 3 «otnme on 
avait achevé le premier avec 7 ; et on se servira dw derniers 
nombres de chaque colonne de ce dernier pour en commencer un 
troisième ^ qui devra être employé de la même manière que les 
deux premiers à trouver un nouveau chiffre de la racine. 

Le procédé, dans chaque degré , est susceptible de quelques- 
simplifications que nous n'avons pas cru devoir indiquer pour le 
einquième , parce qu'elles rompent l'uniforaiilé du ca'ciil ,. sans 
lîabréger d'une manière notable. Cependant , comme elles ne sont 
pas & négliger, lorsqu'il est question de la racine cubique, nous 
allons montrer à quoi elles se réduisent dans ce cas. 

Supposons qu'ayant à extraire la. racine cubique d'un nombre 
entier et l'ayant partagé en tranches de trois chiffres chacune, en 
allant de droite à gauche , les quatre premières tronches à gauche 

soient 671,507,968,841 , ; voici comment on disposera l'opé- 

tation , dont nous allons expliquer les . détails». 
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671,507,968,841 ;.;...i 


8756..,.». 




5i:i 


19200 (M) 

'729 J 
20929 1 (N) 
49) 


'47 


159507 
i465o3 




J 3004968 




111418875 


2270700 (MO 


26i5 


.586093841 


13.75 J 






22J3775 (NO 






25 ] 






229687500 (M'O 


2625$ 




157536 j 






229845036 1 (N'O 






36 





33000360800 (M''-^ 



La racine du plus grand cube contcna dans la dcrnîire (ranclie 
i gauche 671 est 8 qu'on écrit k droite, comme premier chiffre 
de (a racine; son cube 5ta étant porté sous la tranche 671 on 
fait la soustraction , et , à la droite du reste , on abaisse la tranche 
•uÎTonle , ce gui forme le /premier âmàende. 

On écrit sous la racine 8 le triple de son quarré que l'on fait 
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luîrre de deax zëros , et l'on a ainsi le premier dhiseur , que noui 
avons désigne par (M) , et qui, divisant le premier dividende , donne 
un quotient entier qa'on ne doit jamais prendre supérieur à 9 , 
et qui ne saurail être moindre que le second chiffre de la racine. 
Ce quotient serait ici 6; mais, en le soumettant & la vériBcalion 
qoe noua allons indiquer pour "j > on s'assure que c'est ce dernier 
cbiiTre qui doit être admis. 

- Aprè« avoir écrit 7 comme second chiffre de la racine , on écrira 
ce même chiffre 7 à part , sur la droite de (M) , et à sa gauche le triple 
34 du premier chiffre 8 de la racine ; ce qui donnera le nombre 
347 , dont on portera le produit par 7 sous (M^ auquel on l'ajoutera; 
ce qui donnera une somme que nous avons désignée par (N) ; 
et c'est parce que le produit de ce dernier nombre par 7 peut 
être retranché du premier dividende qu'on reconnaîtra que 7 peut 
Être admis. Portant donc ce produit sous le dividende , faisant la sous- 
traction et abaissant â la droite du reste la tranche suivante , on 
obtiendra ainsi le second àindendt. 

Pour coatiniMr l'opération , «n portera sous (N) le quarré 4$ 
du second chiffre 7 de la racine ; on fera la somme des trois 
nombres, compris dans l'accolade , i la droite de laquelle on écrira 
deux zéros , et l'on aura ainsi le second dinseur que nous avons 
désigné par (M''), et qui, divisant lo second dividende , donnera 
un quotient entier quil ne faudra jamais prendre au-dessus de 9 
et qui ne pourra être inférieur an troisième chiffre de la racine. 
Ce quotient est iti 5 , que l'on vérifiera ainsi qu'il suit. 

Sur la droite de (M'J on écrira 5 et ii sa gauche le triple 261 
de la racine 87 déjà écrite; ce qui donnera le nombre aôiB, dont 
on portera le produit par 5 sous (M') auquel on l'ajoutera ; on 
aura ainsi une aomme que nous avons désignée par {W) ; et c'est 
parce que le produit de cette somme par 5 peut être retranché 
du second dividende qu'on reconnaîtra que le chiffre 5 peut être 
admis comme troisième chiffra de la racine. Portant donc sous ce 
second dividende le produit de Ç^') par 5 , faisant la soustraction , 
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el abaissant ^ la droite du reste la tranche suÏTïDte , on oI>ti<adr^ 

le troisième dividende. 

Fotfr continuer l'opëration , on écrira sous (Tf^ '^ quarrd 3$ 
du dernier cbiiFre 5 irouTë \ la racine; on prendra la somme des 
trois nombres compris dans l'accolade, \ la droite de laquelle on 
écrira deux zéros , ce qui donnera le iroitiime diviaeur qui , dh 
visant le troisième dÎTidcnde fera coonallre le quatrième chiâre 6 
du quotient , que l'on TifrlCeu dâ la même maDière que les-^ 
prc'cédeos. 
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ARITHMÉTIQUE. 

EvalHaii<M de l'erreur qui peut affecter les tjuotiens 
et radnfs approximatifs ; 

Par un Abonné. 



jLIans la plupart des calculs , les nombres sor lesquels on opïre 
•ont des nomtu-es dccimnux , et c'est aussi ea parties ^e'cimalcs 
que l'on évalue les résultats de ces calculs. 

liorsqae les élémens du calcat sont des nombres rigoureuse ment 
«xacis, 00 peut compter arec certitude - sar -la précision du ré- 
sultai , h quelque ordre de décimales qu'on en pousse l'apprcxt' 
mation. 

Mais la plupart des nombres décimaux qu'on emploie dans Ica 
ealculs sont des nombres approchés , desquels on sait seulement 
qu'ils ne sont pas fautifs , soit en plus soit en moins , de plus 
d'une demi-unité décimale du dernier ordre; et alors on ne peut 
compter sur l'exactitude du résultat que jtisqu'À un certain erdre 
de décimales. 

Or , il est de la plus haute importance de connaître ï l'av»nce 
quel est cet ordre de décimales , soit pour ne pas prolonger vai- 
nement des calculs sur les résultats desquels on ne pourrait faire 
•acuD fond , soit pour ne point compliquer ces résultats en pure 
perte , soït en6a pour ne point faire illusioD à soi-même et aux 
autres sur leur-degré de précision. 
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A la page 876 du XI.* Tolume du présent recueil , noua ayons 
déjà indique comment on pouvait évaluer le maximum d'errear 
âes produits et des puissances des nombres approximatifs. Tfous 
allons prtiscnlemeat compldler cette théorie, en indiquant comment 
on pent évaluer ce maxtmum dans les divisions et dans les extrac- 
tions de racines. 

- Mais auparavant nous observerons que, comme toutes les opéraltoDs 
sur les nombres décimaux se réduisent À des opérations sur des nombres 
entiers, sauf une virgule à placer dans le résultat d'une manière 
convenable, nous pourrons, sans nous écarter de notre but, simpll- 
iïer la recherche qui nous occupe, en supposant que les nombre' 
sur lesquels nous avons è opérer sont des nombres eniiers, fautifs 
au plus d'une demi-unité, soit en plus soit en moins. 

Soit donc , en premier lieu , un' nombre' entrer a \ dirtser 
par un autre nombre entier ^, tons deux approchés à moins d'une 
demi-unité prés. Le cas le plus défavorable, et c'est celui que nous 
devons considérer ici, serait celui où l'un de ces nombres pécherait 
par excès et l'autre par défaut et où l'erreur en plus, comme 
l'erreur en moins serait précisément d'une demi-unité; alors le véritabJa 
quotient devrait itre 

; — ; 0" 1 — > ' ■ 



tandis 



que nous prenons 



prenant donc la di/Térenre de ces quotîens, nous aurons pour la 
plus grande erreur possible. 



ibl^i ai è{ib^t) ' 



Or; 
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Or, pour pea que h aoîl grand, on pourra jupprimM TuDilé TÎs-à- 
TÎ9 de 2J,eeqai donnera simplement 



c'e«-à-dire, que /a plus grande erreur à craindre sur le quotient, 
ie la division de deux nombres entiers , approchés à moins d'une 
demî-unilé , est le quotient de la division de la demi-somme de 
ces nombres par le carré du diviseur. 

Si , par exemple, le dividende est ySa et le diviseur $24 1 la limito 
de l'erreur du quotient sera tï^W » c'est-à-dire environ un demi- 
centièmejon pourra donc pousser ta division à deux chiffres décimaux, 
sans craindre d'élre en erreur de plus d'une demi-nnlië décimale 
du dernier ordre ; mais les chiffre» décimaux qu'on admettrait au-delà 
pourraient tous être Fautifs. 

Mais si, le dividende étant toujours 73a, lé diviseur élait 3,34 « 
les deux chiffres décimaux deviendraient les deux derniers chiffres 
de la partie entière , de sorte -qu'on ne pourrait obtenir le quotient 
qu'à une demi-unité près. 

Sif su contraire , le diviseur restant 324 1 '^ dlvîdeudé était 
seulement 7,3^, on pourrait , sans crainte d'une erreur plus grande 
qu'une demi-unllé décimale du dernier ordre , pousser 1,'apprexlmalioa 
dans le quotient à quatre chiffres décimaux. 

Le cas le plus ordinaire est celui oit le dividende et le diviseur 4 
considérés comme entiers , s'il est nécessaire , ont le même nombre 
de chiffres ; c'est , par exemple , le cas où l'on divise deux lo- 
garithmes l'un par l'autre, et c'est encore celui où l'on divise le 
sinus et le cosinus naturels d'un ang\e l'un par l'autre , pour en 
conclure la tangente. Alors ^(n-H^) se trouve avoir commua^émeiM 
autant de chiffres que h , tandis que b^- en a UD nombre double , 
d'où l'on voit qu'alors, en. considérant les deux nombres comme 
Tom. XIII. 25 
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entiers , on peut pousser rapproxiniation dam le quotient i aulanf 

de chiffres décimaux qu'il y -a de chlfTrei dan> le dÏTÎKur. 

Ainsi , par exemple , pour avoir la valeur du nombre — 1 

trente chiffres décimaux , comme £uler l'a donoëe quelque part , 
il faut employer le nombre w avec trente chiffres décimaux , et il 
serait mêiqe conv.enable , pour plus de pureté , d'en employer 
trente-un. 

Soit , en second lieu , un nomlire entier a pouvant au plus élre 
fautif d'une demi-unité ,. duquel il faille extraire une racine dont 
le degré soit m ; on voit que l'erreur i craindre dans le résultat 
devra élre la diff'irence entre Ç^â el \7ôS7' *-*■' » "'^* dernière 
quantité revient .à 



--^h^--] 



i/« ? 1-1- ' — ■ ■•— - -r — 

' l "^ m ta i.a.m* 4a' "" 

de laquelle retranchant la première, -on obtient, pour l'cxpressioa 
de l'erreur possible , 



t^^!^- 



10 i.am* 4^* i.a^m' Sa* 



»r ici, où il ae ^agit que d'une limite , les termes de la série 
qui suivent le premier -sont évidemment né-ili^ables , viS'Jt-vis de 
celui-ci , de sorte qu'en faisant abstraction du signe , on peut 
prendre simplement 

ama 3/ny a"'"' * 

c'esl-i-dire que terreur qui peut affecter une racine d^un degré 
aueleonque d'an nombre entier , approché seulement à moins d'uni 
demi''ttnité , est une fraction qui , ayant t unité pour numérateur \ 
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pour àinomînateur la racine du même àegri de la puissance du 
degré immédiatement inférieur du nombre proposé , multipliée par 
ie double de f exposant de la racine dont -il s'agît. 

Si, par exemple, 5^334 est le nombre propose, dont il faille 
extraire la racine cubique* son qaarre' sera 2951096976,(1001 la 
racine cubique , bornëe & la partie entière , sera i434 qui, mul- 
tipliée' par 6, donnera 86o4 î de sorte que 4a limite de l'erreur 
possible sera ^ 

n'ï* > 0,000 î ; 

oa ne devra donc pousser l'approximalioa <ju*i trois cblH'res dé- 
cimaux seulement. 

Si donc le nombre propose était 54,324 , on pourrait pousser 
l'apppoximatioD , daiis l'extraction de la racine , jusqu'à quatre chiffres 
décimaux. 

Supposons , en général , que a soit un aomI>re entier de n chiUres ; 

^■" pourra n'en avoir que {m~~\){n — i)-4-i > d'où il suit que (?'«"- " 

C»"— 0C«— 0+ï 11 II 

pourra n en avoir que } et , dans les cas les plus 

ordinaires , son produit par 2/n poaira n'en avoir pas davantage } 
la limite^ de l'erreur sera donc une fraction ayant l'unité pour nu- 
mérateur , et ponr dénominateur uo nombre de 

cbiiTres ; d'où il suit qu'il ne faudra pousser l'approximation qu'à 
' on nombre de chiffres décimaux exprimé par 
(m— 0<a— o+i 

-< K le nombre entier proposé avait an grand nombre dechiffies, 
et qu'il fallût en extraire une racine d'un degré très-élevé, i «t 3 
pourraient £lre négligés via-i-vis de m et n , d'où l'on voit qu'on 
pourrait , dans l'extraction de la racine , pousser l'approximation à 
«otant de chiffres décimaux que le nooibrc proposé aurait lui-même 
de cbiifres. 
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QUESTIONS PROPOSÉES , 

Problème de Dynamique, 

Uk chien > quî te trouve en un po'mt donoé de l'un des bords d'un 
canal rectïligne d'une largeur constante, apercevant , en un point 
donne de l'autre l>ord » son miiilre qui marche le long de ce bord f 
avec une vitesse constante , se jctie & la nage pour le rejoindre» 
En nageant , il se dirige constamment vers son maitre avec une 
force toujours la même-; mais le courant de l'eau le d<5tourne con- 
tinucilement , et avec une force constante, de la direction qu'il veut 
prendre; on demande , d'après ces circonstances , quelle.courbe ce- 
chicD décrira sur la surface de l'eau ? 

Problèmes de Statique, 

I, Sur un plan rectangulaire inflexible et inextensible, on a in-- 
variablcment assujetti , par les bords , une autre surface de m£rn« 
grandeur , maïs parfaitement flexible et indëËniment extensible. On 
introduit entre ces deux surfaces un volume donn^ d'un fluide in- 
compressible- et sans pesanteur; et on demande quelle figure doit 
afTecler alors la dernière des deux surfaces ? 

II. On suppose qu'il u'exîsie rien autre chose dans l'univers qu'un . 
fil infiniment délie' , parfaitement flexible , mais incompressible et 
inextensible. On suppose , en outre , que ce fil est inTariablemcnl : 
f\xé par ses deux extrémités à deux points immobiles dont la dis- 
tince est moindre que sa longueur. On suppose enfin que les mo- 
lécules dont ce fil est composé exercent les unes sur les autres 
une atlcaction directement proporttoonelle à leur masse et Inverse- 
ment proportionnelle aux quarrés de leurs distances aax autres mo* 
léculea sur lesquelles elles agissent; et on demande quelle cowbilre 
le fil affectera dans l'état d'équilibre ? 
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GÉOMÉTRIE APPLIQUÉE. 

Pe/i7 trailé de perspective linéaire ; 

Par M. G E H G o H M E,, ,.-■ Vj 



Supposons qu'un spectateur ayant devant les yeux un riant paysage , 
on interpose entre lui et les objets qu'il contemple «ne grande glacé 
verticale, parfaitement transparente; il est clair qu'il n'y aura abso- 
lument rien de changé pour luldans le spectacle ^i s'ofFraii d'abord 
à sa' vue. 

Considërons, en particulier, un point appartenant à l'un des objets 
dont ce spectacle ae compose^ et concevons un Bl tendu de ce point 
h Fœii du spectateur , et perçaut la glace en quelque endroit; cet 
endroit sera évidemment celui k travers duquel ^sera vu le point 
dont il s'agit. 

Si doDC.eD cet endroit même, on appliquait sur la glace un 
point coloré et opaque, exactement de la leînte sous laquelle se 
montre l'autre, placé à l'extrémité du fil, ce dernier cesserait d'être 
visible} et cependant rien, dans l'aspect des objets, ne serait cbangé 
pour le spectateur, puisqu'il recevrait toujours , dans les mêmes direc- 
tioas, les mêmes sensations de couleurs qu'auparavant. 

Ce que nous venons de supposer pour un premier point des objets 

placés- en vue dn spectateur , nous poavons le supposer pour un 

second, pour an troisième , pour dix, pour cent , pour mille, poor 

' tous enSn i c'«st-!i.dire , que nous pouvons remplacer chacun -d'ear 

^i?m. XJJI, lï.o Fi, i.«^ déetmhre 1833. afi 
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ptr aa point opaque convenablcnaent colore , et appliqua & l'eadrotC 
jnéme de la ^lace & iraverf lequel il est apergu. Cette glace, 
devenue ainsi tout-à-faît opaque , ne laissera plus rien voir de» 
objets placés derrière elle ; et cependant le spectateur croira toajouri 
apercevoir ces mûmes objets. 

Que sera donc devenue la glace pour le spectateur ? Elle sera 
devenue ce qu'on appelle un tableau. L'objet général de Ja perspective 
est d'enseigner 5 colorer ainsi une simple surface, de telle sorte 
qu'elle o/Tre , pour un spectateur convenablement situé , le même 
aspect que loi oiTrîraient des]objets en relief distribués dans l'espace 
d'une manière déterminée. 

Remarquons , avant d'aller plus avant, t.* que , bien qu'on suppose 
communément, et que nous ayons nous-mêmes le dessein do supposer 
dans tout ce qui va suivre , que la glace destinée \ devenir un tableau 
est une surface plane verticale , on pourrait , tout aussi bien , l,a 
supposer une surface plane inclinée, ou même une surface courbe 
quelconque-, 2.* que , bien qu'on suppose aussi que les objets qu'on 
a dessein de représenter sur le tableau sont silués'derrière lui, 
relativement au spectateur , on pourrait également supposer qu'ils 
sont , en tout ou en partie , situés du même côté que lui , par 
rapport au tableau. Nqus pensons même que des tableaux cons- 
truits dans cette dernière bypolhcse seraient quelquefois sasceptible^ 
d'un très-grand e/Tct. , 

Le problème général de la perspective se subdivise tout naturel- 
lement en deux autres. On peut , en effet , se demander i.",en qqeL 
peint du tableau doit être représenté chacun des points des objets 
que l'on se propose d'y faire figurer; 2.** quelle couleur il faut 
appliquer en ce point du tableau pour qu'il soit en effet la représenta- 
tion âdèle du point dont il s'agit. L'art de résoudre cette dernière 
partie du problème a été appelé perspective aérienne ^ sans doute 
à catisede l'influence de l'air ioterposé entre l'œil et les objets 
sur la couleur apparente de ceux-ci. Biui que cette partie de la 
pefKpecliresoit, jusqu'à un certain pouit , susceptible de procédés r)- 
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goureuxi eepend'ant , comme ces proctîdës ne pourraient Atrc déduits 
que de considérations physiques assez délicates, et dent l'application 
présenterait des difficultés de plus d'un genre, elle a été assez peu 
cultivée ; et la plupart des praticiens s'y laissent guider par le coup 
d'œil et une sorte d'instinct qui , comme on peut le croire , ne 
Tes sert pas toujours aussi heureusement qu'on pourrait le désirer. 
De là la distinction des écoles en école Flamande, école Française, 
école Italienne , etc. Il est évident que , si les vrais principes étaient 
mis en pratique > il n'y aurait plus qu'une école unique , celle de 
la nature. 

Quant à la première^ partie du probËme-, comme elle est une 
conséquence fort simple des principes de la géométrie la plus ri- 
goureuse , îl y a. long-temps que tout le monde est d'accord suc 
les résultats qu'on en doit obtenir , quoique ceux qui en ont écrit 
diiTirent souvent dans le détail des procédés qu'ils prescrivent pour 
parvenir à ces résultats. Comme, dïas cette partie, ïl suffît de 
tracer oertaines lignes pour résoudre les diverses questions qu'elle 
peut offrir, on lui a donné le nom de perspective linéaire: c'est 
là seule dont il sera question ici. 

Dans tout ce qui tasuivre, nous ne nous occuperons constamment 
que dd seul oas où le tableau est surface plane ; et, pour fixer Us- 
idées, nous supposerons aussi constamment que cette surface plane est 
verticale. Les objets ^ représenter sur ce tableau pourront d'ailleurs 
4tte indistinctement supposés en arrière ou en iVaBt de lui , pat 
apport au' spectateur. 

Les objets à représenter seront dits les ohjets originaux .et Unr 
représentation sur le tableau sera dite la perspectipe de ces même» 
objets. 

D'après la notion que nous avons donnée de la perspectire , on- 
conçoit aisément que le même tableau ne peut représenter les 
mêmes objets originaux que pour un Spectateur unique ; et encore 
fftut-U nippoMt qu« ce spectateur n'a qu'un œil oovert. A la 
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vérité, si ce tableau représente des monugnei, des ttl>res, de* 
nuages , et en général des objets susceptibles de toutes sortes do 
formes, il arrivera seulement qu'il oe reprtfseotera pas , pour deux 
spectateurs , les mciues montagnes , les mêmes arbres , les mcmes 
nuages , elc. ; mais sî , au contraire , le même tableau représente 
des objets assujettis à des forines déterminées, des objets suscep- 
tibles de description rigoureuse, tels, par exemple, que des mo- 
numcns d'Architecture ; alors deux spectateurs non seulement ne 
pourraient voir , l'un et l'autre , ces objets à leur véritable place; 
maïs mcme ils pourront paraître lout-à-raltdiiFormespour l'un d'eus. 

Toutefois, lorsque te spectateur s'cloigne peu du point où le 
peintre a supposé qu'il se placerait, la déformalion n'est pas très- 
(lioiiuantc, sur-iout lorsque le tableau est fait pour être vu d'un 
peu loin ; et voilà aussi comment il est possible d'exécuter un 
lahlnau qui fasse Illusion i la fois k plusieurs spectateurs. Le peintre 
doit alors supposer son 'speciaieur idéal au centre des moyennes 
diiilanccs des Ictcs de tous les spectateurs , afin que la déformution 
des objets ne soit pas trop choquante pour aucun d'eux. C'est , 
en particulier, ce que pratiquent les décorateurs de nos théâtres, 
qui supposent communément leur spectateur au centre du parterre. 

Avant de se proposer de représenter sur uïi tableau la pers- 
pective de divers objets originaux , réels ou supposés , il est donc 
nécessaire de fixer le point de l'espace où l'on suppose le spectateur ; 
it ne l'est pas moins de fixer aussi , dans l'espace , la situation des 
objets que l'on se propose de représenter. On parvient au but > 
en rapportant l'œil et les objets , ainsi que la perspective de ces 
dernjexs , h certains pUos , à certaines dxaîtes et h ceruins points 
que nous allgns faire connaître. 

Outre ie tableau y on conçoit par l'œil deux autres plans; l'un 
vj^rtic^l-.et perpendiculaire au plan du tableau,- qu'on appelle, 
pour .cette raison , le plan vertical; et l'autre horizontal , et con- 
séijuçmmenl perpendiculaire, comme le premier , au plan du ta- 
LJfiay ; celui-ci *st appelé X^plati horizontal. Ces depx plans coupent 
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le tablûW «uWant demc droîtei perp«aâ'icuUirci l'unei l'aulre, ap- 
pelées respectivement la b'gt' verticale ctJa Ugne horizontale ^ 
Ûsqnelles le coupent en un point qui est évidemment la projection 
de l'cBil sur le tableau, et qu'on appelle le point de vue. Enfin , 
on appelle rayon principal la dutance de l'œïl au point de vue , 
c'est-à-dire , la .perpendiculaire abaissée de l'ceil sur le tableau i^). 

'Tonte surface étant composée de lignes et toute ligne de points, 
le problème fondameuial de la perspective consiste à assigner la 
perspective d'un point original donné. Cela revient évîdement à chercher 
en quel point le taUeau est percé par la droite qui joini ce point 
à l'œil du spectateur. 

Lorsqu'un point original est donné , on doit connaître sa projection 
sur le tableau et sa distance à celte projection. Pour que la siluatloa 
de l'oeil soit donnée , il faut pareillement connaître sa projection 
sur le tableau , que nous avons appelée le point de vue , et sa dislance 
à cette projection, que nous avons nommée le rayon principal. 
Ces deux dernières données sont invariables pour tous les points 
originaux que l'on se propose de représenter sur le tableau. 

Soient donc TT le tableau (fig. i ) , HH et VV les lignes horizon- 
tale et verticale , se coupant au point de vue 0',et soit 00' le 
rnyon principal, de telle sorte qu'en élevant au plan du tableau 
par le point O'' une perpendiculaire égale à 0^0, celte perpendiculaire 
aille se terminer \t l'oeil du spectateur. 



(*) Oat» Ici trois plana A<tn\ il vient d'être question , les proticieni en con- 
sidèrent encore un qualrième horizontal qu'ils supposent être celui de terrain 
et qu'ils appellent plan ^iométral ; et ils donnent le nom de ligne de terre & 
l'horizontale' suivant laquelle -ce plan coupe le tableau; mais ce plan et celle 
li^e sont de véritables superâuilés , puisque trois plans suffisent pour fixer la 
«hàation des points de t'espace ; et d'ailleurs on ne ^it plus oii placer l'un et 
l'autre , lorsque le terrain n'est pas dd -pUn hoiizoolal, ainsi qu'il peutsou^<Ilt 
arcivei. 
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Sotenï pareillement P' la projection sar le tablcm èa point origi- 
nal , dont on se propose d'assigner la peppective , et PP'' si distance 
h cette projeciioD , de telle sorte qu'en' élevant au plan da tableau 
par le point F', du cdté opposé ^ l'œit ou du même cdté que' 
lui , suiraot que le point original est en arrière ou en avant de' 
ce tableau, une perpendiculaire égale i PP', cette perpendiculaire 
aille se terminer an point dont il s'agit. 

Ces choses ainsi entendues , soit menée sur le tableau ,, noe droite 
0'?' du point de vue O' k la projection P' sur ce tableau du point 
original qu'on a dessein d'; représenter. Soit élevée li cette droite 
au point CV, n'importe dans quel sens , une perpendiculaire O'O , 
d'une longueur égale au rayon principal. Soit ensuite élevé it la 
même droite^ au point P'', en sens contraire de OO , ou dans le- 
même sens, suivant que le point original est en arriére ou en avant 
du tableau , une perpendiculaire P'P d'une longueur égale & ta. 
distance de ce point original au tableau. En menant OF, coupant 
O'P' en p, ce point p sera la perspective cfaerchée* 

Si on conçoit* en effet que l'on fasse tourner le plan commun- 
des deux triangles rectangles ;ï<VO,;>F'P autour de U droite OP', 
jusqu'à ce qu'il soit devenu perpendiculaire k celui du tableau , il 
est visible que , dans cette situation, le point O se confondra avec 
l'œil du spectateur et le point F avec le point onginal ; la droite 
OP sera donc alors celle qui va de l'œil: k ce point, et qui doit 
conséquemmeot percer le tableau an point cherché. Fuis donc que 
dans le mouvement, le points de cette droite ne quitta pas le. 
tableau , îl s'ensuit que ce point est le point cherché. 
■Ce procédé , comme l'on voit, est dëjk .fort simple; cependant 
le- grand nombre des perpendiculaires de directions différentes 
qu'il obligerait ï mener , si l'on avait à représenter sur le tableaa 
Içs perspectives de beaucoup de points, le rendrait d'une .exécution' 
UQ p^u lente. On peut donc désirer de le simplifier , et c'est nnt^ 
chose extr^mevient facile , comme on va le voir. 
Il est connu que , loitque deux triangles semblables ont hwn 
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.pMs- bonolofuM piralIiUs , !«■ droites qui joignent lents $ommeu 
bocDolognes concourent en un mime point. Tout étant donc d'ailleurs 
. dans la ûgare 3 , comme dans la figure i , ai l'on porte O'O Aor VY en 
O'O" , et qne du point P' on élèTe ni^e verticale P'P" égale à P'P , en 
joignant 00'^ et PP'', les triangles isocèles semblables OO'O''' et 
Pp/p// auront leurs côtés homologues parallèles; d'oà il suit quv 
le point cherché ^ sera tout aussi bien déterminé par l'Intersection 
de O'T' avec O^P" ^ue par son inlerseciion avec OP. 

Voici donc présentement & quoi se réduit le procédé ( fîg. 3 ). 
On prendra sur VV au-dessous du point de vue CV une longueur 
ÇyO égale an rayon prîacipal f et le point O se trouvera ainsi dé- 
terminé nae fois pour toutes, et pour tous tes poinu dont on pourra 
se proposer d'obtenir la perspective. Soit donc P' la projection de 
l'un de ces points sur le tableau ; on élèvera ou on abaissera en ce 
point, suivant i]ue le point original sera en arrière ou en avant 
du tableau , une verticale P'P égale ï Ja distance de ce. point 
original an tableau ,■ menant ensuite OP et OT' , leur intersection 
p sera la perspective cherchée. 

La perspective d'une ligne droite ou courbe , plane on ^ double 
courbure , est évidemment l'ensemble des perspectives de tous ses 
points ; c'est la suite âes points où le tableau est percé par tes 
droites menées de l'œil à tous les points de la ligne originale dont 
il s'agit; c'est donc, en d'autres termes , l'intersection du plan da 
tableau avec une surface conique qui » ayant son sommet à rceil-^ 
passe par celte ligne originale. La perspective d'une ligne est donc 
nue autre ligne. 

En particulier , lorsque la ligne originale est droite j la surface 
conique^ se réduit i un plan qui coupe le tableau suivant une autre 
droite. Ainsij la pferspective d'une ligne droite est elle-même une 
ligne droite ; de sorte qu'il suffit , pour la déterminer , d'assigner 
les perspectives de deux quelconques des points de la droite originale { 
ce qui ramène le prohUme «a précédent; mais nous allons voir 
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qu'on peu «ourent parvenir au but d'une mani^M beanCoop pliM 

simple. 

D'abord , si une droite originale est parallèle au tableau , sa pers- 
pective lui sera parallèle ; car d'une part elle devra être avec elle 
dans un même plan passant par l'œil , et de l'autre elle ne pourrait ren- 
contrer la droiie originale sans que celle-ci ne rencontrât le tableau 
auquel on la suppose parallèle. 

La perspective d'une droite originale parallèle au tableau est donc 
aussi parallèle à la projection de celte droite sur le tableau , projection 
qui csl ceusëe donnée ; de sorte que, pour obtenir la perspective de- 
mande'e , il ne s'agit que d'assigner la perspective de l'un des points 
de la droite originale , et de mener ensuite par cette perspective, 
une parallèle à la projection de cette même droite sur le tableau. 

On voit par \h qu'en particulier si la droite dont il s'agit est ho- 
rizontale ou verticale « et c'est le cas le plus ordinaire , sa perspec- 
tive le sera également. 

Supposons présentement que la droite originale dont on veut ob- 
tenir la. perspective ne soit point parallèle au tableau ,elle percera 
ce tableau. en un point qui sera à lui>mâme sa perspective. Si en^ 
suite on conçoit par l'œil une parallèle à cette droite , cette parallèle 
percera aussi le tableau en un point; et il est encore aisé de voir 
que ce point sera aussi un des points de la perspective cherchée ; , 
on aura donc cette perspective eo joignant ce second point au pre- 
mier par une droite. 

11 résulte de cette construction que les perspectives de tant de 
droites originales parallèles entre elles qu'on voudra, concourent toutes 
en un mémo point , lequel n'est autre' que celui où le tableau est 
percé par la parallèle commune à ces droites conduite par l'œil. 
Il ne s'agit donc , pour tracer ces perspectives , que de déterminer 
ce point , et de le joindre, successivement , par des droites , avec 
ceuK oik les droites originales percent le tableau. 

On volt qu'en particulier , lorsque les droites originales sont 
perpendiculaires au tableau | leurs perspectites concourent toutes 
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•u point de voe; dans le cas coatrairo , le point eu concourent 
,Gts perspectives est appelé point de- rue accidentel. 

Il n'est pas difficile , d'après ce <}ui précède, de de'lerminer la 
perspective d'un polygone ou d'une portion de polygone lecliligne, 
.plan ou gauche ; puisqu'il ne sagit pour cela que de joindre par des 
droiies les perspectives de ses sommets ^ ce qui donne un polygone 
.00 portion de polygone plan reçtiligne. 

, S'il s'agil de la perspective d'une courbe plane ou à double 
courbure , on. prendra sur elle des points aisez voisins les uns des 
autres pour que les cordes mene'es consécutivement des uns aux 
autres se confondent sensiblement avec leurs arcs; ce qui ramènera 
la question au cas précédent. Maïs , lorsque la nature de la courbe 
: originale est connue, on en profite pour simpliiîer la recherche de 
■a perspecti.ve. Si > par exemple cette courbe est un cercle ^'^a pers- 
■ pective devra être une section conique , dont il suffira de délerminer 
les quatre sommets pour être en état de la construire. 

S'agit-il de la perspective d'un corps ; tout se réduit à assigner 
. la perspective de ta ligne qui sépare la portion visible de sa sur- 
face de sa portion invisible ; laquelle ligne pourra être un polygone 
reçtiligne ' plan ou gauche, ou une courbe plane ou à double 
courbure , ce qui rentrera dans l'un des cas précédens. £n par- 
ticulier ^ si le corps est une sphère , cette ligne sera un cercle ; la 
. perspective de la sphère est donc encore une section conique (*). 

On suppose quelquefois , dans la pratique, que l'œil se trouve 
infiniment distant du tableau , sur une droite oblique au plan de 
ce tableau. Les perspectives des différens points originaux sont alors 
^ les peints où le tableau est percé par les parallètes menées par 
ces points à la droite sur laquelle on suppose l'œil situé. On en 
use ainsi , en particulier , pour les figures de la géométrie i trois 
dimensions, pour les dessins de machines et d'appareils, ou pour 



(*) Vo^es , lur c« «ajet , la page 3ti du TJl.*' volume de recaeil. 
Tom. XIII. - 37 
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ceux dfis monumens d'architecture isolés ; parce qu'en tnémé ténias 
que les procédtis en deviennent plus simples, les reprësentalioQs d«t 
oLjcts en sont moins altérées. 

Tracer nne carte de géographie , c'est tracer , sor une surface 
plane , la perspective d'une portion plus ou moins étendue de la 
surface d'un globe terrestre , réel ou purement idéal. Le tracé àes 
cartes géographiques n'est donc qu'une simple application des prin- 
cipes de la perspective ; et , suivant les diverses silualions que l'on 
suppose au plan de la carte et \ l'œil du spectateur , par rapport 
nu globe terrestre, on obtient différens systèmes de cartes. Dane 
te systcme de Piolémée , par exemple , le plan du tableau est 
celui d'un grand cercle , et l'œil du spectateur est à l'un de sea 
pôles. Il en résulte de ce double avantage que les perspectives de^ 
cercles de la sphère sont elles-mêmes des cercles , et que les pers< 
pectires de deux cercles se coupent sous le mAme angle que ce* 
cercles eux-mêmes (*). 

L'art d'assigner la figure des ombres des corps , snr les surfoces 
oiï elles se prnj>!ttent, ou ce que l'on appelle la théorie des ooh- 
hres , est également une application de la perspective linéaire. On 
voit en effet que , pour résoudre les questions du domaine de 
' cette théorie , il n'est question que de considérer la lumière comme 
l'œil du spectateur , le corps qui projette ' une ombre comme 
Un objet orijjinal , et la surface sur laquelle cette ombre se pro- 
jette comme le tableau. La- recherche de t'ombre se réduira k celle 
de la perspective cnr ce tableau de l'objet original. ' 

Il arrivera seulement ici que les objets originaux seront cons- 
tamment en avant du ubieau, par rapport au spectateur. En par- 
ticulier , s'il s'agit d'ombres solaires , t raison de l'excessive distance 
oii nous sommes du soleil , on retombera sur le cas où l'œil e>t 
infiniaieDl éloigné. 



{*) Vo/es , wr cm lujct ,U -page^lSG ia XL* volume de w recoeil. - 
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SH »'dgU de figurer , dans un tableau , les ombres t\aa projeiicot 
lei corps qui y sonl représealës , il faudra d'abord d^lcreiiiier , p»v 
fia qat précède , quelles seraient les ombres efFeclÎTes des objet* 
origioaux , et tracer «Dsuile la perspective de ces ombres; od fer^ 
donc , dans jce cas, une perspeeÙTe de perspeciÏTe. 

En nn point quelconque d'une surface plane ou courbe, pris 
pour centre d'un cadran solaire que l'on se propose de tracer sa^ 
cette surface, soit fîx^ un style parallèle k l'axe du monde. En un 
quelconque Ses points de la direction de ce style, conoevons qn'oR 
-lui tflève , dans l'espace, a4 perpendiculaires, faisant consJculivetnerV 
des angles égaux entre eux, et consëqoemmrnt de i5* chacon 
en dirigeant d'ailleurs ces perpendiculaires de telle sorte que detix- 
perpendiculaires opposées soient avec le style dans on même plan 
Tertical. 

Soit ensuite un point lumineux , placé sur le même style , an- 
delà du pied commun des 34 perpendiculaires ; parl'clTctde Texis- 
leoce de ce point, celles-ci projetteront, sur la surface à laquelle 
le slyle est ù&é , des ombres que l'on saura déterminer d'après ce 
qui précède ; or , ces ombres ne seront autre cbose que les lignes 
horaires du cadran à construire, X,a gnomoniçue est donc une simple' 
application de la théorie dei ombres. 

Ainsi , le tracé des cartes géographiques , la théorie des ombres 
^t la gnqoionique ne sont que des applications toutes simples ,^e 
U perspecliTe linéaire qui repose elle-même sur les notions les plu9 
élémentaires de la géométrie. 

On a écrit sur toutes ces choses , a, .l'ustge .despratiAÏenf» A*^ 
gras traités qui sont d'ordinaire précédés de quelques notions do 
géomi^trîe. Peu de ces ouvrages sont utiles à ceux pour qui ils 
sont écrits , tant parce que les notions de géométrie qu'ils renfer- 
, ment sont superficielles et incomplètes , que parce qu'on ne saurait y 
considérer tous les cas ; de sorte que, lorsque les praticiens so trouvent ■ 
dans des circonstances que leur livre n'a pas prévu, ils ne savent 
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plus quel parti prendre. Aussi (rouvent-ils toujours ces sortes d'on- 
Trsges trop courts. Les véritables géomètres, au contrntrc, les IrooTCOt 
trop longs, ou plutdt ne les lisent pas > parce qu'ils n'en ont pu 
kesoin. Les praticiens feraient donc beaucoup mieux de laisser U 
leurs gros livres et d'étudier la géométrie ; car . eit même temps 
qiie tout alors leur deviendrait aisé , ils posséderaient une scienca 
de plus, qu'ils pourraient appliquer Ji beaucoup d'autres choses. 

Oo a vu autrefois des professeurs fatiguer leurs élèves , et leur 
faire consommer beaucoup de temps pour leur enseigner il résoudre 
géuiblement, sans le secours de l'algèbre ou du calcul différeolîel , 
des problèmes de géométrie qui auraient cédé sans effort k l'emploi 
des procédés de l'une ou de l'autre. Ils croyaient gagner du temps 
et ne voyaient pas qu'ils en perdaient réellement, et laissaient en 
même temps ignorer , & ceux qu'ils enseignaient , l'usage de deu;t 
leviers puissans „ et d'un service très-étendu. Aujourd'hui même , 
dans nos collèges , on donne des leçons de cosmographie , de géo- 
graphie et de cristallographie k des élèves qui n'ont pas les pre- 
. tnièrês notions de la géométrie , qu'on a pourtant dessein de leur 
enseigner ensuite. Oo sent assez combien ces leçons peuvent leur 
être intelligibles et profitables. 

Lorsqu'une science en domine ainsi un grand nombre - d'autres ,' 
oti ne saurait la placer trop près de l'entrée des cours d'étude; et 
c'est sans doute le parti qu'on prendrait relativement i la géomé- 
trie î si ceux' qui ont la direction suprême de renseignement n'étaient' 
^às- d'ordinaire trop attachés aux anciens usages , et trop peu sou- 
cieux de consulter , sur l'enchainemelit des études , les homraea 
qti! oiit la œdin h l'œuvre. 
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GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Sur la construction du cercle tangent à troig ofireto . 

donnés ; - ■ .. - *i. ■■ 

ParunABOKMÉ. 



Au Rédacteur des Annales*, " V , ' 

MONSIBUB , ' ' '■ 

JCjN examinant avec attention Tingënieuse ih^î^ mr l^qnelle^M! j^^ 
professeqr Durraode , au commencement du XI.* volume dea jtnnelet , 
«al parvenu k démontrer géométnqMement l'élégaote, emutruclioii. 
que TOUS ives déduite de l'anoliae algébrique, & la page 3oa dn-V}|*, 
Totume do même recueil» pour la dëlermiqation du cercif qui tpache 
iU fois trois cercles doiuiés , il mV para que cçtte ibéprîe éiail 
susceptible de simplification assez notables { qu'elle.jKHirmi être rendue, 
iodépendante de tout caleul^ei même de la considératiiHi dee-prfi- 
portions; et qu'elle devenait ainsi , en quelque- sorte , le Efbuhat.d'OBe: 
pure intuition. J'ai l'honneur de vous ti'ansmettre le résultat ,de, 
mea réflexions sur ce sujet, dont vous feree l'usage que vous jugerea. 
aooTenable. ' ; ' ... 

. J'admets uniquement ley priapîpes connus sur les pi/es et polûtra. 
et sur les ases radicaux, principes que Ton peut démontrer soït 
k ■ la manière, de- Mouge , soit comme l'a fait M. DorraDde , soil 
^e tonte au,tre maQi^e t et je les rappelle en , ces tenpcs:. ^ 

, i.Les sommblsd^ ipun les anglçs cîrçooscrit^ k un inéme,ce|;çj«f, 
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de telle sorte que leurs cordes 'de contact concourent toutes en un 
même point , aont tous situés sur une m<3a[ia droite qu'on appelle" 
la polaire de pe .point, ci. (jui est perpendiculaire à la droite qui 
le jolht an* centre. 

3. lUciproquement, les cordes de contact de tous les angles cir- 
cAflsttk<'& 4>ti oiâane'l%rcle\^de'.ïeHe «orte que leurs sommets soient, 
tons sur une même ligne droiie, çon'cpurent toutes en un même 
point, qu'on appelle le />(}/« de celte droite , et qui se trouve situe 
sarla perpendiculaire qui lui eA.'u'^n^ par le centre. 

3. D'où il suit que deux polaires d'un même cercle se coupent 
•u pâle de la droite qui joîât leurs 'p'ôTeà^ et que réciproquement la 
droite qui joint deux pdies.d'un même cercle. a gour pôle l'inter- 
section de leurs pftlaires. 

4. Le lieu de tous les points du plan de deux cercles desquels 
on peut leurfmener des tangentes de mdme longueur est une droite 
perpendiculaire k celle qni joint leurs centres , et qu'on appelle tat^ 
rèàidal 'âes'yaeitx' eercles. ' 

i 5< Cela posé > soient deux Bgurcs semblables quelconques', tracées: 
siir tin miate'p^an, elf soit un point pris' arbitrairement sur Tune ' 
d*e1Ifes' ; M' 'l'on- dejnande son botmologue sur l'aube' et qner te^ 
deut 'figures soiidntdiTisibles en m parties égales et superposaMes, 
par'''dc!s droites partant 'de deux pbials bomotogues, le problèmO' 
lAira' £Vtdêmmehf jti solutions. 

"'OMEb bal'tlcalîer ,'sî 'les' figures données sont des polygones régu— 
Heri de 'm cÛt^s^ et que le point donné sur l'un d'eux soit autre; 
qtife H'àn cetilre/son homologue -sur l'attire pourra être pris de nm. 

ihiaièrès' dîiférento, ■■''■, 

1. Des choses analogues auraient lieu, ai une droite Indéfinie étant 
l^icëe ar&îlraîromcnt' par rapport ïi l'un dés polygones, on deman- 
dait i!clrt''liomolo'giïo par rapport i l'autre. 

*■ B. Il'snlt de là que , deux cercles étant iracés'sur an même pkn/ 
et un point où ane droite étant donné par rapport t l'un d'eux, 
ce point ou celte drâlie poutra- avoir une inanité- d'humologues- par 
rapport k l'autre. Il suiHra en efFet que les distances des centres 
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k ces Aeax jwinis ou & ces deux droites soient proportionnelles 
•uz rsyolis; ce qui assujettira stmploment le point cherché i flre 
-sur une certaine circonférence , ou la droite cherchée à' lut Mtfi 
-tangente. ■.-.■' 

■ g. Il n'en sera plus de même si l'on dëtormine , dans les deuxcerel^s 
'donnés, des diamètres que l'on regarde comme homologues , en Cxavc 
celles des deux extrémités do ces dîsmètrcs que l'on répulC' boib- 
log:ues, ainsi que les demi-cercles homologues.. Il est évident qti'alors 
|e problème d'assigner, pour t'ua des cercles, un point ou une 
dt-oite qui soit l'homologue d'un point ou d'une droite donnés' p«r 
rapport à l'autre o!admettra pins qu'une Solution ilnique. 

10. Soient deux cercles tracés sur qu aiême plan;pii paut-lo»- 
jours, sur la droite qui joint leurs centres', asEigiier deuX poiats 
et deux poiou seulemeot , l'un entre les centres «t l'autite aU-dvIà 
du centre du plus petit dontlos distances i ces deut. oentrestfei^t 
pr«f«riionneUes aux rayons des deux cercles. GoS'poinli Mjiqnt 
les seuls points homoiogaes communs que puiste»( aviHr tes' deux 
oercles; encore £aodra>t-il, pour qu'ils puissent être réputés.!^ , 
qiw l'on considère les diamètres situés sur la droite iodéfinlei ^«i 

' jojnt les centres comme deux diamètres homologues. Gefont«e4^d*ttX 
mêmes points que M. Durraade a désignés, d'apnès MongOi, >AOVa 
les dénominations de centres d« similituât inta-ne et exittn^ Leur 

- choix détermine les extrémités des deux diamètres .qui' doîtiest^âtre 
repaies homologwcs ; ces extrémités deniit être; oonstamment les pins 
TOisines ou les pjos distantes du cenue de simititudftqae l'iïp «hoMt 
oorocR,e point liMnologqe-eommaaii - '< ^ -r : 

11. Il suit de ces considérations que le point de contftci,4e.'de)lx 
cercles qui se touchent est ^ un- centre de 'similitude qili's^r» in- 
teroe, ou externe ,. suivant que les denz earclesse toujcheront exté- 
rieurement ou seront l'un dans l'autre. Ou doit aussi remarquer 
'que, lorsque deuï Perdes' soht égaux , Uur' centre de siolililuda ex- 
terne est infîntment -éloigné. Quant il -leur centre de siimUtadè in- 
lci;he , il est éndemmeot au.miBem de la droite qoi joint Jeair&ceMris. 
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la. Deux figures semblabh^s (|imIcoDqucs éiaot donnéei, et des 
droites homologues étaiil tracées d^ios.ces deux figures, si, par 

'des points bomologues de ces deux dr»ites,.on nvène deux oou- - 
Telles droites formant, du même côté et dans le même sens, des as- 
gles ëgaux arec les preiiiièies , il est connu que ces nouvelles drot- 

'tes^ seront aussi des droites homologues. Or il est ëvidcDl que toute 
droite menée par l'on des deux centres de tiniililudc de deux cercles 
est danï Te même cas [>ar rapport & ces deux cercles ; donc elle 

- en est une li^ne huinolo^ue commune ; ette les coupera donc en 
sagmens semblables st elle les coupe ; elle sera tangente à. l'un 
tt elle l'est sinllautre; el,M elle ne repconire pas celui ci, elle qe 

-ndcoDtrfra pas l'autre non plus. 

t3. Réciproquement, lonle. droite- homologue commune i deux 
ceiroles doit passer par l'un de leurs centres de similitude , puisque la 
' drcHle qui joint les ceiltrea est aussi une droite homologue conimuDe 
^ut doit être coupée par la première en un point homologue commun, 
i^. Il suit de là que si, considérant comme diamètres bomolo- 
gnes de deux cercles ceux qui se Irourent sur la droite qui joim 
leurs ccDlres, dn détermine des points homologues quelconques dans 
' oea deux cercles -, ta droite qui joiodra. ces deux poiat» passera par 

- Ton 'des centres de similitude* 

i5. Donc , en particulier (ii), lorsque deux cercles se louchent, 

- toute droite menéA par leur poidt de contact est une ligne homo- 
< logae commune ; et réciproquement , Idute ligne homologoe com- 
^iBane^doit passer par le point de contact. Il dpit donc en être de 

même de toute droite qui passera par .dee points bomologues de ces 

- deux eerclet. 

l&. Soient trots cercles C,0 ,C" , et soient 

I , £ . les centres de similitude interne et externe de C et C, 
V ,E' ceux de ............ C'etC , 

I" > E" ceoi de C et C . 

■ liei dfoU«> M'' et E^E'!' seront donc l'une â Tàutre (ts) ligOM 

homologues 
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homologaes communes à C" et C et lignes bomologues communes 
& G et C^ ; elles seront donc bomologues communes à G' et Q" ^ 
et conséquemment elles devront (i3) passer pat I ou E ; mais-, 
comme il est d'ailleurs c'vident qu'elles ne pourront ni l'une ni lîaulre 
passer entre les centres de C^ et 0" , ce sera par E qu'elles pas- 
seront toutes deux. Ainsi les centres de similitude exlemes de trois 
cercles , pris deux à deux , sont tous trois situas sur une même ligne 
droite ; et chacun d'eux est en ligne droite avec deux des centres 
de similitude internes; de manière que ces si^ points sont aux inter- 
sections de quatre droites. Ge sont ces droites que M. Durraiide a 
nommées axes de similitude des trois cercles; ce sont des lignes 
homologues communes à ces trois cercles. 

17. Donc , en particulier (ii)» lorsqu'un cercle en louche deux 
autres , les deux points de contact sont en ligne droite avec l'un 
des cenrrcs de similitude de ces deux derniers ; savoir, le cenire de 
similitude externe ou le centre de similitude interne , suivant qi:e 
les deux contacts sont de même nature' ou de nature différente. 
Cette droite est donc (11) un axe de similitude des deux cercles. 

18. En coosidërant l'un ou l'autre centre de similitude de deux 
cercles comme un pâle commua à ces deux cercles, il aura ' (i) 
une polaire sur chaque cercle. Les deux polaires relatives à chaque 
centre sont ce que M. Durrande à appela polaires de similitude 
externes et polaires de similitude internes^ Ce âont évidemment des 
ligneshomologuesdes deux cercles; qui consi^qoemmcnt, torsqa' elles les 
coupent , les partagent ensegmcos semblables. Le jfôle des deux der- 
nières est compris. entre elles, tandis que celui dés deux première» 
est hors de rintei^alle qui les'se'pare. 

ig. Soit Ç," (Hg. 4 Bt ^) ^o" ^9 centres dé similitude de deux 
cercles» par lequel soit menée une sécante homologue c6mmune, 
comprenant dans ce» ''cercles les cordes homologues AB , k''^' , dont 
les pôles soient P, F'; ces deux pôles seront des points homo- 
logues des deux cercles , par lesquels menant les perpcndicutarres 
FQ , F'Q' à la droite qui jomt les centres , ces perpendiculaires- 
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Miont (3, 18^ lç« polaires de tlmilitudQ re!auvci aa eenire 0'\ 
et il est de plus évident que Ici triaogtes isocèles homologues 
APB , A'P^B' feront semblables ; mais , ea proloogeaDt PB et 
P'A' jus^irà leur rencontre en R" , et PA et P'B' jusqu'à leur 
rencontre en S^^ , le triangle BIl"A' sdra semblable à chacun de ces 
deux-Jà t et U eo acra de même do trîanc^le B^S'^Â ^ils seront donc 
îsocèlea comme eox ; de manière que les deux tangentes R^''B et 
R^''A' seront de même longueur , ainsi que les deux tangentes 
S''B' et S'' A. Donc , si l'on mène R"S" , cette droite sera (4) 
l'axe radical des deux cercles , et comme telle parallèle aux polaires 
de similitude. 

AO* U suit éTÎdamment de là que , s! l'on fait tournei' la sécante 
commune autour du point fixe C" , les points P, P** et W, S'*, 
dans leur mouTement , n« sortiront pas des trois parallèles PQ, 
P''Q' et R^'S^' I dont la situation est tout-à-fait indcpendanle de la 
direction de cette aëcanle* 

ai. Biais, si U sécante ' devenait tangente, le milieu de l'inler- 
valle entre les points de contact serait (4) un point de l'axe ra-> 
dical : donc celle tangente commune a $ei parliea interceptées de 
part et d'autre entre l'axe radical et les deux polaires égales entre 
elles ; d'oii il soit que cet axe radical est. également distant de 
l'une et de l'autre. 

ax. Il résulte de tout ce qui précède que l'axe radical de d«nx 
cercles est placé , par rapport i toot cercle qui les louche l'un et l'autre , 
de la même manière que le sont , par rapport i ces deux-ci , leoits polaires 
de similitude de même dénomlnatioii / aarotr , leurs polaires de 
similitude externes ou leurs polaires de similitude internes , suivant 
que les deux contacts seront de même espèce ou d'espèces différentes. 

Soient en effet deux cercles touchés par un troisième en A et 
B' ou bien en A' et 6 ( fig. 6 et 7 ) ; la sécante AB'' ou A^ sera 
donc (17) un axe de similitude des trois cercles. En acbeyant doqc 
les 6gures , comme nous l'aTons fait ( 6g. 4 et 5 )., les points P ', 
P% R// ou S" , pôles respectifs de cette droite par rapport à ces ^ 
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trois cercles , en seront donc des poiots homologues; d'où il rësalte 
que les droites PQ, P'Q' et R"S" , qui, passant par ce» poinls, 
font des BDgles ÀÇÊWt avec la ligne homologue commune ^ sont 
elles-mêmes dés lignes homologues. 

23. Tontes ces choses ainsi entendues, supposons qu'on demande 
un cercle qui touche à la fois.troU cercles donnés;, comme le 
cercle cherche pourra toucher de deux manières chacun des cercles 
donnes , il y aura généralement huit solutions possibles, ei. il faudra 
d'abord s'entendra sur cdie qu'on aura dessein d'obtenir. 

Quelle - que puisse être cette solution; comme l'on sait faire passer 
un cercle par trois points donnë's , la question se réduira à déler- 
miner le pomt de contact du .cercle cherché arec chacun des trois 
cercles donnés , ou plutôt areç l'un d'enx , attendu qne la méthodç 
qu'on aura suivie pour la recherche de celui-là pourra être éga- 
lement appliquée h chacun des autres. 

Soient doBC c f c* , «''les trois cercles donnas, C le cercle cher- 
ché ; et proposons-nous de trouver son point de contact avec c ; 
tout se re'duira (i5^ à trouver deux pointa /r , P qui soient homo- 
logues par rapport ï ces deux cercles ; puîsqu'en joignant ces 
points par une droite , cette droite devra couper £ au point de 
contact chercha. 

Or , cpmme les intersections des lignes homologues sont des 
points homologues , la recherche des points p , V se réduit k trouver 
deux drôles relatives à c et leurs homologues dans C , ce qui est 
facile , d'après ce ^uî précède. 

Soit en cifet f '■ la polaire de similîtode de £ , comparé ï e^; 
polaire externe ou interne , suivant que c et c' devront être touchés . 
par G de la même manière ou d'une manière diiTcrenlc -, et soit 
R' l'axe ratfical de ces deux cercles. Soit pareillement r" la polaire de 
similitude de « , comparé k c^' , polaire externe ou interne , soivant que 
Cet t^' d~eTront être touchés par G de la même manière 00 d'une 
manière diiTérente ; et soit R'' l'axe radical de ces dcui cercles. 
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,11 vient d'être démontra (2a) que t' et R' ëtaient des lignes 
homologues de c et C ^ et qu'il en était de riiéme de t" et R^'. 
En prenant donc pour p l'intersection de /-'et r" , il faudra prendre 
pour P l'intersection de R' cl fV"; et alors en joignant pY son in- 
terseciton avec c sera le point de contact deioandë. 

On Toit par là qu'il y aura quatre manières di/Fe'rentes de prendre 
p y tandis que P demeurera invariable ; on aura donc qualrc droites 
pV f dont chacune déterminera sur c deux points de contact, entre 
lesquels il faudra faire un choix , d'après la manière dont c' et 
c" devront être touchas par C. 

Les quatre droites r' , r^' , R' , R" {ormeat un parallélogramme 
dont la droite qui coupe c aux points de contact cherches est 
une diagonale. Mais si f' et f" sont respectivement, sar c' et c" , 
les homologues de r' et r" sur c , le» quat« droites r' , r" , f' , 
f" formeront également un parallélogramme; et il résulte de ce 
qui a été dit (31) que ses cdtés seront doubles de ceux du pre- 
mier; il lui SPra donc semblable ; d'où il suit que, si « est l'in- 
tersection de f' et t" , la droite pV , prolongée , s'il le faut , passera 
par a. On pourra donc , dans la recherche de cette droite , subs- 
tituer les polaires / et f" aux axes radicaux R^ et R''^ ; de sorte 
que , pour la solution coDiplète des huit cas du problème , on 
n'aura réellement 3 mener que les douze polaires de similitude des 
cercles pris deux à deux, et douze diagonales de parallélogrammes 
formés par leur rencontre. 

Il me semble , Monsieur , que , pour qui aura bien compris ce 
qui précède , il ne sera pas diflïcile d'amener au même degré de 
simplicité l'analise du problème oi!l il s'agit de décrire une sphère 
qui louche à la fois quatre sphères données ; et c'est pour cela 
que je me dispense de traiter ici ce problème. 

Agréez , etc. 

Paris, le 10 d'août' 1822. 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Solution des deux derniers problèmes de géométrie 
proposés à la page 38o du XIL' volume du pré- 
sent recueil ; 

Far M. Gergonne. 



if ROBLÈME I. Assigner tare de courhe le moins long , entre 
tout ceux ^uï \ lê terminant aux deux extrémités de ta hase d^un 
triangle isocèle donné, et étant en ces points tan^ens aux deux 
autres côtés du triante ^ partagent son aire en raison -donnée 1 > 

Solution. Ce problème semble , au prenlier aspect , présenter 
une sorte de paradoxe. Il est d'abord d'une évidente posiibilili!.- 
et , sï quelque doute pouTaît s'élever ici , ce serait aniquemeot 
sur la questioD de savoir s'il peut admettre plusieurs solutions , ou 
si , au contraire , il n'en admet qu'une seule ; mais, d'uo autre oîté., 
si on lui applique la méthode des variations, on le trouve, en 
général , plus que déteroriDé , et do nature à présenter un ensemble 
de couditioDS tout-à-fait ÏDconciliables. 

On sait , en effiot , que celle inéihode , d'accord eo ceU avec 
les considératioQS les pins évidentes de la géométrie pvre , indique 
positivement t'arc de cercle comme le iBoins. long entre tous les 
arcs de courbes qui , avec d'autres lignes données quelconques , 
concourt i enfermer un même espace plan doopé. Or , d|os la- 
question qui nous occupe , la condition d'avoir pour corde la base 
du triangle et celle de partager son aire. en raison donnée , saffisept 
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à elles seules pour déterminer l'arc de cercle chercha , qui, ne pourra 
ainsi qa'accideatellemeut , et d»ns des cas particuliers seulecaent , 
satisfaire à la condition de tangence avec les deiix autres côt^s de 
ce triangle. Et si, au contraire, on combine seulement cette der- 
nière condition avec celle qoi exige que l'arc de' cercle ait pour corde 
la base du triangle ; cet arc se trouvera encore , par ces deux 
seules conditions t tout-à-fail déterminé ; de sorte que ce ne pourra 
être qu'accidentellement, et dans des cas particuliers , qu'il divi- 
sera Taire de ce triangle suivant la raison donnée. 

On peut d'ailleurs s'assurer bien facilement , et in(tppendamment 
de la méthode des varialioDS, que tout arc de courbe , autre qu'un 
arc de cercle , ne saurait résoudre le problème. Soient , en effet , 
AB la base et S le sommet du triangle dont il s'agit ( fig. 8 ) ; 
et supposons qu'on reuîHe prétendre que le plus petit des arcs 
de courbes qui, ayant AB pour corde commune et SA , SB pour 
tangentes communes en A et B , partagent l'aire du triangle en 
raison donnée , est ua certain arc ADEB , dliFérent d'un arc de 
cercle ; en détachant de l'espace ADEB un segment plus ou moins 
grand, par une corde arbitraire DE , et remplaçant ce segment 
par un segment de cercle équivalent, ayant la même corde; l'arc 
de cercle correspondant; augmenté des arcs restans DA et EB de 
l'autre courbe, formecait une ligne discontinue qui , remplissant d'ail- 
leurs toutes les autres conditions du problème, serait moins longue 
que la première qui ne jouirait pas conséquemment de la pro- 
priété du minimum de longueur , ainsi qu'on l'avait d'abord 
supposé. 

11 est donc absolument hors de doute que la ' partie de la ligne 
cherchée non adhérente aux cdtés .égaux du triangle ne saurait 
être qu'un arc de cercle ; et dès-tors roici la seule manière dont 
le problème puisse être résala. Soit toujours ASB le triangle donaé 
( fig. 9 ). Soit menée à sa base une parallèle arbitraire XY , qui 
en retranche , du cdté de cette base , une .pn-tioD moindre que 
celle qu'en doit retrancher la ligne cherchée. Sur XY, comme corde. 
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6t du cât^ du sommet » «oit coastraU po segment do cercle XVY 
qui complète la portioa 1 rotriacber ; nous auroDS elèrs utae Wgne 
discontiaae AXVYB , qui aura pour corde la base ÂB du triangle , 
qui sera tangente en A et B i ses deux auirca câtés .puisse 
ses parties AX et BY se confondroat arec eox , et qui parla<;era 
en outre l'aire da triangle suivant la raison dona<!e ; cette ligne 
AXVVB remplira donc toutes les condtiioM du problème . sauf 
peut-être la condition du minimum de longueur ; tout se réduira 
donc à profiter de l'indëtcrminalionde la dislance de la base à sï 
parallèle XY , pour faire en sorte que cette dernière condition soit 
remplie; et c'est ce dont nous allons présentement nous occnper 

Tout étant d'aillenrs dans la figure lO comme dans les précé- 
dentes y soient XY et XVY la corde parallèle à la base et Tare 
correspondant qui résolvent le problème j soit joint le sommet S 
au mlliea G de la base AB , par une droite qoi serà perpendi- 
culaire sur cette base , ainsi que sur la corde XY , coupera cette 
corde ainsi que son arc en leurs milieux ^ et Y, et divisera l'angle 
S en deux parties égales ; cette droite contiendra le centre de 
Tare , qui se trouvera ainsi en quelque point O de m direction. 

Faisons 

SAee« i . AngJiSCrnîm f 

SX=», jMg.yOX=it, 

noQs'anrons ~ ' 

SG?aCos^ ;, AC^aSm.» ; 

SZsisCoa.m, XZ=jSin.« » 

d'oÀ Doos conclurons 

AXisi— ' , CZ=(0~t)Cos.« ; 

en conséquence de quoi nous trouTerons 
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Le triangle SXO donnera ensuite 
«Sin.a 



d'où on conclara successÎTement 

trSin.* 



5«,.T0X='-^- , 

aSin-'t 

TnangJOZX= ; OZ . ZX =s , 

si donc on exige que la- sarE^ce totale ÂXVYB soît équivalente X 
celle wr* d'un cercle dont le rayon donné est r , il faudra que sa 
moitié CâXV soit moitié de celle de ce cercle , ce qui donnera 
l'éqoatbn 

(«•— **)Sin.*Co!.«H — ■ ^. - '" {t — Sîn./Cos./)= «/■' j 

au moyen de Ucftielle , en se donnant arbitrairement une des deux 
variables s et t , l'autre se troavera aossitôt déterminée. S! , pai 
exMnple, c'est'/ qui est donnée , on tirera de cette équation 



«ssSin./. 



K^ 



Sin.*— âinjSiii.9-t->)]Sin.« * 
de sorte ' qa*'en posini , ponr abréger ,. 
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iioS 



/ irr*^a *SiD. »G os .« 



on aura MmplemeDt 



SinJ V^(SiD.<i— SiiUSia.Cl+«} 



Cela pose , on a 



longuear.AXV^AX+XY=:a~-s+ - 



ou encore 



AXV=tf+(tôin.— SioJj -^ ; 
mettant donc pour) r: — la valeur trcavée ci-dessus , U viendra. 



AVX=a-4-J . 



V'ïSm,»— SioJSiiï.(<+ii) ' 



it s'agira donc de prendre i de telle sorte que cette quaniitë »oit 
un minimum ; ce qui se réduira à rendre telle la quantité 



l/tSin.»— SJi».tSin.(H-"> ' 



e'galant donc i zéro la diiTërentielIe de cette derni&re , prise par 
rapport à / , il viendra , toutes rédactions faities , . . 



(SmJ—iCotJ) { i-SJn.(/+-) ) =o , 



Tom, XUh 



39 



y Google 



sofi QUESTIONS 

LV-guItlë (]u premier facteur à zéro donnerait /=:o ; de- sorte 
que la partie retranchée du triangle se réduirait k un trapèze , 
ce qui ne peut convenir au minimum , pyisqu'en retranchant à la 
partie supérieure du trapèze une portion si petite qu'on voudroit > 
par une parallèle k ses bases, et en remplaçant la-portion retran- 
ch8e par un segment de cercle équivalent et de même Lase , on 
aurait une ligne -totale moins longue que la première. C'est donc 
l'autre facteur qu'il faut égaler à zèr6 ; on doit donc avoir, pour 
le minimum , 

Sin (/+-;=!, 

c'est-^-dire , que les angles /et « doivent être supplément l'un de 
l'autre, ou que la droite OX doit être perpendiculaire i SX , ou 
qu'euGn la droite XV doit. être, à telle disunce de la base AB 
du triangle que l'arc XVY soit tangent à ses deux antres côtés 
en X et Y. I! arrivera donc ainsi que la ligne totale AXVYB qui 
résoudra te problème sera aussi peu discontinue qu'elle puuse 
l'être. 

On a denc ainsi . . 

/=.-'—<( , . Sin,f=Coa,a , CosjSïSin.M , 

ce qui donne 

_ hCot.» T/ «r» — <i>Sin!>Cui.a _ 

~ }/ ( i — «)Sio..r-CM«"~ A^ t( î — «ïTang •— nTang.- ' 

£t la longueur de la ligne minimum 4era 



AXTYB=^w^(.sbb*^&)..,): ^ . ^^.,:::;^'^;;;g.^ .. 

Si , par exemple , où. deiùandûtt^e cette ligq«. divisit le triangle 
en detu parties équivaleates , od âevrait avoir 
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et qat donnerait 



aCoi.M 



et 11 longoeur de la ligne cherchée serait alors 

. Oa Toît , par ce qm procède » qae ; s'il s'agissait de frouver une 
eoDrbe qui , ajaot pour corde la base- d'en rectangle , étant tan- 
(^nte aux c6tés adiicent aux ' deux extrémités de celte base et 
dÎTisaot le lectfngle an raîsoB donnée t e<ftt la moindre longueur 
possible f la partie retranchée devrait être nn autre rectangle sor-^ 
monté d'un demi-cercle. 

PROBLÈME IL Assigner h portion de surface courbe la moins 
étendue , entre toutes ceilet tpd , se terminant à la circonférence 
de la hase d'un cône droit donné , et touchant sa surface convexe 
suivant cette circonférence, partagent son volume en raison donniet 

Solution, Ce problème donne lien î des observations tout-à-fait 
analogues à celles que nous avons faites sur le précédent, et que » 
pour cette raison, nous nous dispenserons de répéter ici ; il s'ensuit 
que , pour' le résoudre , il faut d'abord faire dans le cône une 
aection par un plan parallèle k sa base , et assez peu distant de 
cette base pour qu'il ne retranche pas de son volume toute la portion 
exigée par l'énoncé du problème ; en construisant ensuite sur la 
section comme base , et du cdté ,du sommet , un segment sphérique 
qui complète ce qui manque de Tolame au tronc pour que le 
cane soit divisé suivant la raison donnée ^ la calotte qui terminera 
I4 segment y augmentée de la zone cbnîque comprise entre, elle et 
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la base du cône formera uae surface discontinue qui remplira toutes 
les conditions du problème , sauf ceDa an minimum de surface ; 
et il ne s'agira plus que de pro6ter de l'indëterniinalîon de la dis- 
tance du plan coupant à la base du cône , pour faire en sorte que 
cette dernière condition soit remplie. 

Supposons que la figure lo représente la section du cône par 
un plan quelconque passant par soo axe ; et concevons les mêmes 
dénominations et notations que ci-dessus. Alors ÂC et XZ seront 
les rayons des deux bases du tronc de cône, dont la hauteur sera 
CZ;-ZV sera la Réche du segment sphérique , dont le myou sera 
OX ou OV ; la droite AX et l'arc VX seront les lignes gënéra- 
tiices de la zone conique et de la calotte sphérique; enfin s sera 
l'angle générateur du cône . et / sera l'aiigle générateur d'un autre 
cône dont il faudra retrancher te volume de celui du secteur sphé- 
rique engendre par la révolution du secteur circulaire VOX pour 
obtenir le volume du segment sphérique. 

Ces choses ainsi entendues , on aura d'abord , pour le volume 
du tronc de cône engendré par la révolution du trapèze CAXZ , 

j»(tf*— «';Sin.»-Cos.« ; 

en trouvera ensuite successifement 



TZ=0X-OZ= ^ (i-Co«) , 



CalcIleyX—lw.^-^ri—Cosl) , 



5«*.vox=;..î2^"(.-Co../) 
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CercliZX.s>wt'Sm,'' ; 

i<fm.vxzi.;..î||^(.-Co»./)';2+Co,j). \, 

Si donc on vent qae le corps engendre par la révolution de la 
génératrice TXA déta«be da cane une portion équivalente au .vb^ 
lume d'une sphère dont le rayon donné est r , on' deViB airoùv ''. 

(a'— aï)SiD.»«Co«.» + ^^|!^(i— Co»^)»(2+Cos./; = 4-r*î 

équation qui détermine chacune des deax indéterminées ^r «t / àiî 
moyen de l'autre, et de la^oelte on tire, en' particulier , 



«=SiD./ 



■ri 



4ri— a<Sio.'«Co«.« 



taSin.*(i— Co»J)— SiiL'fSin Ct+«)]Sin.'« ' 
de sorte qu'en posant , pour abréger , 

on aura simplement 



Cela posé , la sntface de la zone conique engendrée par AX est 
w'a»— **)Sîn.».t ; ■ ... 

en y ajoutant donc la surface de la balotlt^ ^p^^rique^, "^éfli déier- 
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minëe ci-dessus ', nous aurons pour la surface totale ensendrëc 

par la ligne VXA. , 

wJ*Sin.#+»Sin.«{ 2Sio.*(i— Cosj) — Sin.*> i —*— . 

en y introduisant donc pour ^ h yaleur trouv<Se ci - dessus , 
elle deviendra 

/{ ïSin.«(i— Co»^)— Siii.»iSiii.0+.^> ' 
telle est donc la quantité qui doit être minimam; ce qui se réduit 
i rnadre telle la quantité 

a$in.«(i — Coij)— Sin.'/ 

{aSinuit»— C<«^>-Sio.'(Siii^H-«)(f ' 

égalant donc sa différentielle à léro , il viendra , toutes rêdaciions 

(i— Cosj)^îi— SiQ</+»)}=o ... 

L'égalitë du premier facteur à péro donne /sao qui , pour des 
raisons toat-k-fait analogues à celIes^ que nous avons données ci> 
dessus, ne saurait convenir au minimam ; c'est donc le second 
qu'il faut égaler & zéro poar l'obtenir ;^ il faut donc encore ici 
que l'angle $ soît supplément de l'angle « ; la calotte sphériqoe 
qui , avec la zone conique > dût comiioser-la surface résolvant 
le ipr{d>lèine doit donc être -tangente k cette sone suivant la cir- 
conférence par laquelle elle s'unit i elle ; la «urface qui résout le - 
problème est donc encore ici aussi peu discontinue qu'elle puisse 
l'être. 

D'après ce révuUat , on trowcra- 



-r 



<a^5in.-«Cot..— 4fi)Co,,, 



et la surface minimum aura pour, expression 

- I a'Sioji+ jy c'Si"-"C°'-'-4^''('-S'°-g ' 1 . 
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Si , par exemple , on demande que le cône soll partage en deux 
parliea <4uivaleatcSj on devra avoir 

4''*= T''*Sin.*«Cos.« y ' ' 

ee qui donoera 

;F = aUOS.a §/' -: ,* 

r a(i— SiD.-)' 

et la surface minimum sera 

f »o*Siii.«{3H-\î''»(i-Siii.«)*Co».'<i î . 

Si , au Ueu d'un cône , c'était un cylindre droit qu'il fallût divise^ 

en raison donnée , on voit , par ce qui précède , que la calotla 

sphérique derrait £tre alors un hémisphère. 

Concevons que sur la base d'un C4)ne ou d'un cylindre droit creux ; 
en fer-blanc, parexemple> ou ait apptîqujuacercledemëine grandeur 
d'une étoffe parfaitement flexible et élariqae, comme serait, à peu près > 
un morceau de vessie, et que l'on ait assujettie invariablement sur cetts 
' base, par sa circonférence freuleqieoU Si alors, k l'aide d'une petite 
ouverture pratiquée dans la base , et au moyen- d'une pompe' de com- 
pression ou d'un soufflet, on introduit de l'air e&tre cette base e( 
le cercle de vessie, il est aisé, par ce qui précède , de vrarce qui 
arrivera. On voit en effet que le morceau de vessie se courbera d'abord 
en calotte sphérique d'un rayon continuellement décroissaDt , et con- 
tinuera d'affecter celte figure, jusqu'à ce qu'il y ait assez d'air in- 
troduit peur rendre la calotte tangente k la surface latérale du cane 
ou du cylindf e } maû ce terme une fois atteint .si on continue k 
introduire de l'air, la partie de la vessie la plus voisine du bord 
s'appliquera exactement contre la «urface latérale du cône ou du 
cylindre, où elle formera une sorte de zone, tandis que le surplus 
continuera à se développer en une calotte sphérique, formant ur| 
prolongement 1 la aone , k laquelle elle sera tangente de 'tou'.ea 
parts. ' 

Les choses se passeraient \ peu près de même si, au cdn'e ou 
au cylindre, on substituait un, vase conique ayant le diamètre de son 
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ouverture ptus grand que celui de son fond, avec celle seule diiF<érence 
qu'ici la calotte sphërique pourrait devenir plus grande que l'hémisphère , 
et demeurerait conïtamment telle dès qu'elle te serait devenue. 

QUESTIONS IiROPOSÉES. 

Problème <r Acoustique* 

Une modulation mineure est bien établie , soit par les accords 
fondainemauz du ton fréquemment rebattus , soit par une phrase 
de chant tenniace par uoe cadence parfaite. Pour fixer les idées ^ 
on suppose que cette modulation soit celle de ia mineur. 

Gela posé , on propose de faire marcher la basse par semi-tons 
chromatiques , depuis la tonique la jusqu'à son octave supérieure , 
chaque note portant harmonie } et l'on demande quelle serait la 
succession d'accords la ptus propre k maintenir toujours l'oreille 
dans le m£me ton de la mineur. On propose également de trouver 
une pareille succession d'accords, dans le cas où, au contraire, 
la basse descendrait, par semi-tons chromatiques, de la tonique 
la il son octave inférieure. On propose enfin d'assigner tes deux 
mêmes successions d'accords dans le cas du mode majeur ? (*) 
Théorème de Géométrie. 

Deux' hyperboles équilatires quelconques tellement disposées 
l'une par rapport à l'autre, que les diamètres principaux de cha- 
cune sont les asymptotes de l'autre , se coupent toujours à angle droit. 

(*) Sans le* pirtîtiattc des grands ualtrei ^ on trouve bien de> pauage* 
Gkromatiqaei, de pliuieurs notei coiuicutives y avec une harmonie contervant 
l'impressian du ton dominant ( mai» il ne paratt pas qu'on y rencontre un pas- 
lage- de la senri-ions coDiéculift où le «eniiment de ta même lonîque se trouve 
tnàÎDtena. La solution de cette difficulté lémbknit devoir offrir beaucoup de 
feaiMtfCea'et de mojens dt variété à rhinnoniite babile dan* l'art de préluder * 
attendu que coooaïjaant alors non seulement tous les accords du ton dans le- 
guel.i], w ^roureraît , mais encore les accorJs éloignés qui pourraient ij rat* 
tacher , il se trouverait ainsi beaucoop plus maître de ion clavier , et pourrait 
par' conséquent produire' plas facilement 'd<e» effets désirés. '^ 
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ANALÏSE TRANSCENDANTE. 

'Solution d'une difficulté connue que présente la théorie 
des foncdonà' angulaires , relativement au dévelop" 
pement des puissances fractionnaires des cosinus j 

Far M. Crelle , docteur en philosophie , membre du 
conseil supérieur des bâtimens civils de Frusse. 



Ok . 

aCos^i=(Cosj>f-y'^Sin.«)+(Cos.«— y^^lSÎQ^) ; 
ma» 

d'où , 

dpnc ^ ■ . ; ?■ ■ 

Si donc , pour abroger , on pose < . - , 

. . .C«j>4./Z;Sin.*j=B , . . . 
On Mr» "^ . 
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cela donne 



PUISSANCE 



(=Ci)l.i)"=('i.+-iJ=B-+yi."-+-^-î^i."-» 



ou bien 

Ces deux d^Sveloppemens ont ëviclemmeDt lieu - pour une valeur 
quelconque de m. 

Mais OQ a ^ comme l'on sali , auisi pour une valeur quelconque 
ia m , ■ 

ce qui donoe auccessiTcment 

«•■♦•'sCo» (ot— 3)*— /=MSin.(«— a)* , 
»"'-*s=Cos.(fli— ,0*+/^Sîn.('ffl— 4)* , ■ 
*-*-*=Cos.(m— 4>r-/i:;SiD.(— 4)* » 

M qû dooae, en «ubitituanti' 
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(iCMijf;)"=CoiJ»*+'~"Coi^m— 3)*+— •- = — Cos.(oi— 4)*+„.,. 

;+;v/^rSiii.»i*+ — Sin.(m— 3)«+ — ■^^SÎo.(m— 4)*+..;...!. 



Telle est l'expreasion générale de la m."' puÎNince cle aCqs.jr i 
«a cosinns et aioas des multiples de s ,f ptnr une valear ^el^ 
conque de s^ 
■ St l'on fait , pour abréger , 

Cosjn*-(-— Co8.(/n— 3)*+— Cos.(m— 4)'+-*.si' f 

Siojn:r-f--^ Sio.(ïn— 3)*+ — Sin,(m— 4J*^..«»^^ , 

on attra ^ 

(aCoajF)"=P±t/=:7Ç ; 

3. 
Euler r en duerrant qu'on a v4' — = — -^u ; nippose anuî 

f «+ ~ X =(~ +") » e* P« coniéquenl P-^ v/^^Ç^^—K^C* 
d'où Q=so ; et , par suite 

(aCosrf)«'=sP , 

poar nne Talear quelconque de m* 

Lagrange ^ dans ses téfoM sur le ealaj det fondons , ( Leçon XI) i 
troQTe aussi , par la voie dei équations difibrenlielles 
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CaCos^)*=Pî 

mais cette expression est en défaut poar tontes les valeurs de 9 
qa! donoent'des râleurs négatÏTes pour Cos^i lorsque les valeurs de m 
sont frutionnaires et de numérateurs pairs, car afors (sCos^J'" est 
une quaniilé imaginaire ; il est donc visible qu'oo ne peut pas gé- 
néralement supposer Q = o< La formule 

et non la formule f, semble donc être précisément l'expression 
générale de (aCos.*)"*. 

Mais , lorsque (iCos.x)'" est une quantité réelle , la formule 
P^x/^Q n'est pas moins embarrassante que l'est la formule P 
pour le cas où (aCos^y est imaginaire ; parce qu'on ne voit pas 
que Q doive éire nécessairement nul pour les diverses valeurs de 
s et m qâi peuvent répondre ï ce cas. 

Il ;f a donc là une sorte de paradoxe dont l'explication était k 
désirer. 



M. Poisson parait être le premier qui ait fait v^oîr que ta for- 
mule P^^^Q est réellement la véritable expression générale de 
(sCos.x)'*] que celte expresuon ne rentre dans la formule d'Eulcr 
(2Cos^)"'=P que dans le cas où m est un nombre entier , et 
^n'elle peut donner toutes les différentes valeurs de (Cos^^"* qui 
existent pour une valeur fractionnaire de m , si l'on met succes- 
sivement pour s , x-\-zw , s+^w , x+&r , et généralement x-\-tia» , 
« désignant deux angles droits , et n un nombre entier quelconque. 
Il a montré en nombres l'exacùtude de l'expression (aCos-sy^P, 
it/^<Ç, pour le cas paniculicr de *=« et m = ^ (voyez la 
Conisponéanct sur ticoïe polytechnique > (ome II , psge 1 1 a ). 
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C'était \ï sans doute an graod pas vers l'explicatioD du paradoxe ; 
.car une grande partie de la difficulté consistait en o« qu'on ne 
Toyait pas comment la formule 

pourrait donner plusieurs valears difFerentes pour P^^^Q , et 
seulement une râleur unique pour (Gos.ji)'". L'heureuse idée de 
M. Poisson de mettre x+snw au lieu de a y ce qui est toujours 
permis , puisque les expressions Gos.ir et Cos.(x+anw) sont iden- 
tiques , lève eutièrement cette partie de la difficulté. 



Mais il faut arouer que la question n'était pas encore compli-, 
tement éclaircie, puisqu'on ne voyait pas encore comment, pour, 
une Taleur quelconque de jr, la formule gëoe'rale P^i^~tQ ponr- 
iiait donner tantôt une quantité réelle et tantôt une quantité ima- 
ginaire. Les travaux de M. Deâers , dont on trouve une notice dans 
le troisième volume de la nouvelle édition du Traité de salciU dif- 
fèrentîel et de calcul intégral de M. LiCROix ( page 60 6) et ceux 
de M. Plana , dans le XL* volume des Annales de mathématiques 
(page 84) nA semblent pas lever toutes les difficultés; et il reste 
encore à faire voir comment la formule générale (iCos.a;)''^^ 
+ y/^Q s'applique à tous les cas, et sur-iout & trouver les va- 
leurs du nombre n dans g\2ifm auxquelles correspondent les va- 
leurs purement imaginaires et les valeurs purement réelles de 
(aCos^r ("). . , . 

Tel est, principalement le Lut que je me propose dans cet érrlt. 



-.0 ^^ !*■'* encore roiuutltr , aor k même iniet , tm mémoire de 
P«S«iii Micbel , \aUzv h la page 94 du pr^teal volume. 

' J. D. G. 
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6. 

Soit m igtA }t la fraction —, où A peut être un nombre «ntier 

Quelconque. Four plus de GÏmplîcllë , nous supposerons ce nombre 
posîûf. L'application à d'aulrcs cas n'aura aucune dllEculté. 

On aait , par la tbëoric des équations . rjue , dans le cas d« m 
fractionnaire et égal i — . , la quantité (aCos.a;)'" a toujours i va-. 
leurs différentes , savoir , les valeurs des & racines de la quantité 
aCos.^. Si aCosx est positif cl k impair, une de ce» racines est 
entièrement réelle , ou de la forme p ; d'autres peuvent être en- 
tièrement imaginaires, ou de la forme ^\/—^Ç > le reste des ra- 
cines est de la forme />^V^^Ï7> Si zTlos.j: est positif et & pair, 
deux de ces racines sont de la forme p ; le reste est de la forme 
;)+\/~t^. Si 2Cos.f est négatif et k impair, une seule racine 
est réelle, ou de la forme;;; les autres sont de la forme^+V^~y> ^ 
enfin aCos^ estnégaiîf et k pair, aucune racine n'est réelle; mais 
deux racines sont enilèrement imaginaires', ou de la forme 
ij/^y , et le reste est de la forme p'ti\/^ç- 
^ L]t forme géoiraie des racines de aCos.^ est donc 

•t c*«tt (wéeisAneiir la fi»me de l'expression générale PltV^---ïQ > 
trouvée ci-dessus pour (aCo&^)'*. Mais , dans les cas particuliers , 
il faut que tantôt p pu P et laaldt ^ ou Q s'évanouissent , pour 
donner, suivant ces diiTérens cas, des racines entièrement réelles, 
on des racines entièrement imaginaires. 

II s'agit donc de troaver les valeurs de n, dans X'\-2nw, poof 
lesquelles P oo Q devient égal à ïéro,- 
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.:• 

On a g^DëralemaDl 

Cos^=Cos.ic^»i*) ; 

Sinj:=Sin.±(M»+i)=S'in.[i(3B+i)»— *] ; 

nais on ne peut meure qae «+2/tv pour x i dans l'expression 
4e 3Gos.f « parce qu'il n'j a que cet arc seul qui ait ejf mèm^ 
Umps le même sinus et le même cosiaos que l'arc s, , 

On a donc généralement 

(aCosjr)"=Co8.»i(*+2B»)iv/tr;s'mj»{»+M») 
+— [Cos.(o»— aX*±2i»)±/^S'ui.Ciii— aXs>^:aB-)J 

+ T • —^ £C«8.(m— 4X«a;»>-)± V'.=ïSî"-(«>— W-t»»-)! 
+ . . : : .- : . : : . i s I , : . I 
de sorte qu'en posant, pour abréger.; 

Sinjnfâr+a»*;^- " Si«.(â-»^(i+:»i.;4-;..iB$, 
BOUS aurons 

(3Co.*)i=P,+4/=JÇ. .:- 
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' «. . 

Maintenant î'obserTe qu'on peut loujonrs exprimer ane quantité 
de la forme (aCos.j:)"' par [3Cos.j:]"'.( j;; i )"* , pourvu que l'on con- 
vienne de représenter par [aCos-jt]" la taleur arithmétique , c'est- 
à-dire , la valeur numérique absolue de la quantité aCoi^s , prise 
sans signe. 

EneiTel, la formule [aCos*T]".(+i)" exprimera toutes lesA valeurs 

de (aCos.â;}'" ou (2Cos^) k d'une manière aussi complète que l'ex- 

presslon (zCos.f ) k elle-même. 

Mais [2Cos,ar]'".(+;i)'" n'est autre chose que la valeur de (aCos^)"", 
prise pour f=o et s=w, et multipliée par [aCos-j]"* puisque 
Gos.o=4-l et Gos.«-=— I, Donc on aura aussi la valeur de (Cos.;r)'", 
si l'on met dans l'expression générale de (aCos^)"? , donnée ci- 
dessus , f =o et jrsw, et qu'on multiplie 1« résultat par [aGoSi^r]". 
Pn trwive , pour :r:=o , ' 

i»„=Co$jB(H-an«)-h— Cos.;™— 3X±3B-)+ ^ 

i • ■ faCoi.2AB/i4-i2.+i.-î::Ti+;„.y • ■ 

K3'".Cos.3ni/i«^; , - . 

;Q;'=aSiDjiitKanV>4-7 Sin>— a;(±an«)-h.;- ' 
• .— ±*"»'3*«»t 1+— -h^; H""/ 



=ia'"J5îii.a/»Bw ^ 
et pour «=» ^- j 



A=? 
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âoDC 

faCMjf)":=[aCos.jf]'".ÎCos.amnn:+:i/^SÎn.2innii} , 
ou 

(3Co»rf)"'=[aCo»jr]'".{CM<i±aii)-i/^Sinj»(i+2n>} . 

9- 

Ces expressions se rénfient sar-Ie-champ -, car la formule gé- 
nérale connue 

doDOS , si on y fait s=iitii , 

(+i)"'=GosJ'n'ï*iv' — »Sin.amBï> » 
et' si l'on y fait *=(ii2a)" 

Sabstitaant donc ces valeurs de Gos.ann«i+v'^^Sio.2m/i« et de 
Cosjn(ii2B)«+V/--îSinjn(i;+;a«)ti dans l'expression de (2C0S.*)", 
trouva en dernier lien , on aura 

(aCo»^)r=ï[2eosjr]"'^+:i>* ; 

comme cela doit être, 

Voilii donc une preuve certaine' de l'exactilade de l'expression 
^nérale do (aGu^r/' i laqaelle ooos sommes parvenus eo dernier 
Heu. 

Pour dUtîngoer b nouvellfl ezpresnon ci-desaus de l'expression 
g/hénie ^ult/^Qa > d^igoons-It par 

Xom, XIIL Si 



y Google 



211 PUISSAHCES 

de manière (jue 



Maintenaot nous observeroQs que , pour toutes les valeurs de s 
rjui donneot le même signe à Gos.jt» la réalité, ou génërâlemeDl 
la forme des racines diffërentes de 3Cos.jr, est aLsohiment iodé- 
pendante de la valeur de s même, de manière qu'on peut mettre 
une valeur quelconque pour x, par eiemple, x—o pour un cosinus 
positif et js=:=ii pour un cosinus négatif , sans passer d'une racine 
réelle à une racine imaginaire , on généralement de b forme d'une 
racine quelconque , correspondant k une certaine valeur de n , à 
une autre forme. C'est, au surplus, ce que l'expression 

(1005^?)"= [2C«s.ar]'".(i i>" 

fait voir clairement ,- car les k valeurs qu'expriment les deux for- 
mules (aCos^)'" et [3Cos^3'">(ltl')'' ^^^i^^ identiquement les mêmes, 
et [sGos.^r]'" n'ayant qu'une seule et unique valeur , il est clair 
que les valeurs de (aCos^)" sont purement réelles, purement 
imaginaires ou de la forme p^\/^7 àtioa les mêmes cas que les 
valeurs de (il)", c'est-à-dire, les valeurs de (Cos.*)" pour_*=o 
et A=ii le sont elles-mêmes. 



On trouvera donc les valeurs de o qui donnent les racines de 
aCo$»r toutes réelles, toutes îmagioains on de Ik forme p'^.^ZI^iç , 
SI l'on cherche les valeurs de « qui dosent pour (^1)** des 
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rBctntfS de même forme oa , ce qui est la même chose , ai l'on 
met x=o et »=w dass rexpression générale de (Coa.*)" , et qu'en- 
salte CD cherche les valeurs de n pour lesquelles cette expression 
prend les formes ^^p itv'^^n 0° •'•iv^— ï^»- 



Faisqae , lonqae Cosjf est poûtif ; 

k k ' 

tandis qoe , lorsque Coi.« est négatif 

l^„»Cosjn(i +a«)«=Co8. - --— « , B,=SinjB(i i3n)«»Sin. — ■-- « , 

il s'ensuit que , dans le cas oh. Gos.# est positif^ on aara 

jt,=0 f A l'on fait -r- = : f T * T ( • • • *^ ' - 



et que , dans le cas oii Gos^ est sa contraire négatif , on aura 
;,^,=o , SI Ion fait — r— =; , f , r-, ....::; 



— . .. - . i±an n , 

ir.sso , SI Ion fait — - — =0 , i , a , 3 ,.:..! 
*1 

on pourra aisément troBver par Ù, pour chaque T»1car ^^ i^ 
les valeurs correspondantes de n. 
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i3. 

I7ou9 remarquerons d'aBord que le nombre des raletlrs dtif<frentes 
de — et de — -r-^ , et conséquemment de a > ne pourra jamaii 
être plus grand que le nombre k ; car le nombre des valeurs diffé- 
rentes de la quanlitë (2G05.J:)* on de Co3.m(x~^3Jiv) j Gos/tti— a) 
(jr^annj ,,..-, Sinjn(x^an«) , Sin.(m — a)(x^anii),...^, correspon- 
danl à cea valeurs , étant toujours égal au nombre A , le nombre 
des valeurs de n sera aussi ëgal i ce nombre, en commençant par 
zéro f et en parcourant tous les nombres entiers. Donc n ne sera 
pas plus grand que &, 

Il ^uit de U qu'on aura 

L Pour Cos.* positif. 
I. ^„=o seulement pour — =t et t» ou pour anss^i et fi ; 

3. 5„=!0 seulement pour — =0 et i ^ ou pour ans© et jt - 

puisque an ne doit pas surpasser zk. 

II. Peur Co9.tf négatif. 

I. i/a=o. seulement pour — T""" • '* •» •*•* P""' aB=T* «* f* ; 

3. S,=o seulement pour — ^— =1 eia ,oupouraA=^— ■ etajt— i ; 

•car^ n ne pouvant être fracttonatûre ,. las valeurs an=±{o^~-j) 
n'existent pas. De plus an ne pouvant surpasser le nombre 2k , 
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il faut que la Ttlear de :t» se troare entre (î£— i) et (;Â— i), 
pour A^~o, et ^Ire k—i et Si— i pour Bh~o. Mai» la plus 
.petite valeur de & étant a, les râlears {&-~i ci 3i— i de 2a 
donnent déjà les nombres 4 ^^ ^ » c'est-1-dire , zk et 2k-+ 1 , dont 
la première est là limite des valeurs de an , -tandis que l'autre 
la surpasse. Mais, puisque la valeur de oa, correspondant à une 
'des limites elle-mSme , égale toujours la valeur pour l'autre , la 
valeur ;Â — 1 ni toutes les suivantes n'existent pas pour ^„=o, tiï 
la valeur 3i—i et toutes les suivantes, pour B„ = o. Donc il ne 
reste que les deux valeurs f^-ti et ~&—i de 3/> pour ^^=^0 et 
les àeux valeurs & — i et sk^i pour ^a=o. 

•4. 

Puisque A„ et Sm, Py, et Q^ aVraaouissent en tnéme temps ,'wi 
pour la même valeur de n, ainsi que nous l'avons vu (9, 10, 
II), et que l'on obtient (7), .pour l'expression générale de 
(aCos-jr)" , 

(aCosjf)"=Co».m(j;Ht»''*'Ji/— »S>"*™(*IÎI^")='P«±V-^Ç»î 

H Cos.(m— 3)(*iaff»i)i — ^^Ain,(m—a){x'±,2n-n) 

en ajoutaat , dans l'expression ^ 

H-- Cos.m— a)»+ i t<=ISin.C(7>--a)» 
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tu W""i —, ,\ , tn m»" I ,____, , _ 

la ' — la' \^/ 

+ ;••••• ± 

la qaantifé +2;iti 3i j;, il suit de ce <]ut a él4 dît ci-deSBus 
qu'on a 

Pour Coa,dF positif 

P„^o, en ajoutant k * l'une des quantités ^jk» et iï**; 
buenajouuntim^s la quantité im(;i«)=^3f»-on ;t'"(r*')=ii"' 

Q=o , en ajoutant k « l'une des quantités +o et +£«, 
ou en ajoutant k indr la quantité +o ou +m^ss+n . 

.On devra avoir de même 

Poar Cos.x nigatij 
Pa=:o,tnajontantk «l'une des deux quanti tés ^[;i(-i)« et +(;ji-i)'', 
ou k ms la quantité lt™f7'^*0'"'lt!(r-™)* *•» i'"(î**ï)*^i{f~'")'* 
[Q,=:o, en ajoutantkxl'unedesdeax quantités +(^—i)" et +(2£--i)*>f 
ouk m* la quantité +m(A-iJ»= ;tC*"™/""**"lt'"(^"*)"= iC^-*")'* 
i5. 

Les diiFérences de toutes ces douUes râleurs surajoutées k ms 
sont partout égales à w. On trouverait aisément aussi que les 
dîAérences des doubles valeurs surajoutées aux quantités (jr— 3)3r, 
(m— 4)'^ •-••• 'Oit toutes des multiples de *. Ma'is les sinus ei 
cosinus chaagent tout au plus de signes , et jamais de valeur 
absolue , si l'on ajoute aux arts un nombre quelconque de demi- 
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eireonf^rencea ; donc toutes les doubles quanlîtés troQT^ei ci-dessas , 
pontP„=o, Q»=0 , se rëduisent toujours à une seule, et par 
conséquent on aura 

I. Pour Cosjt positif. 

P„=iO , en «ioutant seulement ïs » ±;A«-, qui répond Ji n=: •— ' ; 

de sorte que Pi^~o' 
Ç„^o , en n'ajoutant rien h s ï ce qui correspond k n= o ^ 

de sorte queQ,=o • 

IL Poar Cosjr négatif 

P,=o,eniioot«nt»euIemenikiF,+(;*-i)», qni répond àn = — — 

4 

de sorte qae ^i/i.^a\— ^ • 

Q^^sOf enajoutaDtseoIemeotà s, ^{&^i)9, qni répond ïn=— / 

de sorte que Ç.„_jj=o. 

i6. 
Il soit de Ih que 

I. Poiir G09.X potîtîf; 

\? La quamhë Pg ne peut s'éranoaîr ou , ce qui revient au même; 

(3Cos.:F]k ne sanrait avoir des Taleart parement imaginaires, \ 
moio) que k ne loit tnnltiple de 4 > puisqu'on a trouvé la conr 

diiîon ff:= — , et qae n doit toujours tire an nombre entier. 
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a.** La quantité Q^ s'évanouit toujours , o'est-ï-dîrâ , qa'une valeur 

de (aCosjt)* loate rêtlle existe dans tous les cas » et pour toutes 
les valeurs possibles de & , puisque , pour cette valeur réelle , la 
quantité n est toujours ëgale h zéro , et par suite indépendante 
de k. 

II. Pour Cos.x négatif. 
I.* La quantité F„ ne peut s'évanoair ou , ce ^i revient aa 

même , (aCos^/ ne saurait avoir des Valeurs purement imaginaires, 
à moins que A— 2 ne soit . un multiple- de 4 r car on a trouvé , dans 

ce cfls>, n=:— — , sous la condition que a soit un nombre entier. 
4 
3.* La quantité Q„ ne peut s'évanouir , c'est'à-dire , qu'il ne peut 

exister des valeurs entièrement réelles de (aCos^)^^, â moins qne k 

..... , *-i 

ne soit impair , puisqu'on a trouve pour ce cas n=s -—' , sons la 

condition que n soït un nombre entier* , 

L'expression générale de (aCos^)* , n l'on 7 nibstUae la raleor— 
de m , donne 



H- 



i/=î 



■«^ . .^ 
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si donc on introduit {(dans celte expression générale les valeurs 
pariicutiires de n quij' répondent aux divers cas de P =o et 
Ç,=:ut. tronrées ci-dessus (i5), pour déterminer les valeurs de 

(aCoB.^^ toutes nielles ou tout imaginaires qui répondent à ces 
mêmes cm, on parviendra aux r^ultats que voici: 

I. Pow Oxia positif , 

I.' Si l'on veut avoîr'/'dans ce cas, les valeurs purement ima- 
gïnaires de (aCosjr)', il faut supposer P^ = o. Mais (i5) la valeur 
: de B répond à P„^o , donc il faut mettre « = * ou anta- dans 
tous les termes dont la quantité Q» est composée , en supprimant 
d'ailleurs P^i on trouve ainsi 

Sin.I.(ji:aB«)=Sin. ™(jf;+:ii-) 

Sb.(-j- -a)(*ia».)=Sin.(-i —aV^ii*,)' 
;=Sin||( i— a)r±( i — i>] =±Cos ^-^ — 3),=iCos.Cffl-a;* î 

En coàséquence ,Ia valeur de Ç,, qnî est alors Ç.. ; deviendra 
Si i=±p»J»*+ ^Ç»(m^)«+ -^ . ~k:os.C«-4)»+... U±P^ 

de sorte qu'on aura , pour ce cas > 

Tom. XÙh ' ,^ 
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^'où l'ob ToU que, pgur Co»^ po»^f «t i multiple de 4 > il 

eiisle toujours deux Taleon porement imaginaires ^e (aCoi.A)Â , 
ne diffërant «jue par le signe , et dont la valeur commune abso- 
lue est y^^iP^. 

Si l'on voulait savoir k quoi se réduit alors la quantité P, , , 

que nous avons dit devoir s'évanoair dans ce cas, il faudrait faire 

k k 

^ealeÀMDt asb^ ou ansK—, dans fous les Iccmes doat P^ est 

composé ; on trouverait ainsi successivement 

Cos. j-(*iart«;=Cos.-j-(*±f*w) 

Cos.(i--a)(*iM-)=Co»(^«3)(*i^i-) 

a=Cos[7-j — a)*l:(i— A)»] =±Sio.^-j — a)*=î±Sin.(/B-a>, 
En coméquenoe la valear de jP> , qui est alors P. ^ » deviendra 

d'ut l'on voit qne > poor )e eak -de Cm.* positif «t .d« À muitîpie 
de 4 > o° doit avoir Ç,sso>' 

a*. Les Tileura toutes réelle» de (aCos.*)*^! répondent à toutes 
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les Taleuri possibles de k (i6) se trouvent sur-le-cbamp } car , 
pour ces Valeurs , n étant ^gal à zéro , elles ne seront autre chose 
qae ±i*o. de sorte qu'on aura 

(2Cos.*)ï=±/'o . 

L'ambiguïté do signe tient & oe que la valeur est nécessairemenidou- 
Ue ai A lest ua nombre pair»' Si A au contraire, est impair , te 

Àgae + a seul lieu. Car l'expreiûpn de (3Co9.x)E étant toujours 
flonmise tulx mêmes conditions que l'expression (^i)t , ce qui re- 
Tient , pour le cas actuel (9) ^ ^ 



11 est ailé de voir que celte dernière expression donne toujours 
une couple de râleurs toute réelles,, ne différant que par le signe, 
p«ur anaso et Mtm& ; car ce sont les valeurs de n pour lesquelles 

Sin.— est ^gal b zéro. £n effet, ce sont les mêmes valeurs 
déjà trouvées (i3), pour lo cas de Q«=o ; et, puisqu'il y a deux 
Taleura entièrement réelles posr (+1)^1 «» supposant 211=0 et 
an = k, il y a aussi nécessairement deux valeurs réelles de (2Cos.j:)£ 
pour les mêmes cas. Mais 2n=ik suppose i pair. Si k est impair, 
on n'a pas s/issA* puisque n doit toujours être un nombre entier. 
Dvis ce dernier cas, ob peut donc seulement mettre an=:o,etîl 
n'existé que la valeur positive. Dune il' n'y a que deux valeurs 

ènliireroeiit réelles de (aGos.jr^* , cre différant que par le signe ; 
si k est pair. Elles sont , comme on vioit de le voir , tfgalea à 
+Po. Si k est impair, il n'existe que la valeur •j-i'o seule. 
Au reste, puisqu'il existe t^ows une ou deux valeurs entiè- 
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retnent rëclles de (aCos-^/ . dans le cas de Cos.s posDîf. et 
qu'en même teinps il existe aussi deux valeurs purement imagi- 
naires, dans le cas particulier où A est an multiple de 4» il «'en- 
suit que ces deux dernières valeurs doivent être csseniiellement 
distinctes des premières , de manière qu'on a , dans ce cas , quatre 

valeurs de (2C08.A,*. 

La quantité qui s'ëvanouit dans le cas des valeurs entièrement 

Téelle!ide(3Cos.f)'*» toujours .^out Cos;f positif, se trouve aussi 
sur-Ie-cbamp. Elle n'est en effet autre chose que Q^^ , puisque , 
dans le cas actuel n doit être égal i zéro. On a donc l'équatioa 

Qzzo , pour le cas des valeurs entièrement réelles de (iCos-j*)* ; 
ce qui s'accorde parfaitement avec ce qu'on vient de trouver plus 

haut. Car les valeurs entièrement réelles de (aCos.frJÎ ayant tou' 
jours lieu pour Cos.« poiilif , il iaul que le cas de k égal à un 
multiple de 4* ^^^* lequel il existe en outre deux valeurs pure- 
ment imaginaires de {^Cibi^^i , dosoe aussi Qsso ; puisque, dam 
ce cas » les deux valeurs entièrement réelles et les deux valeurs 

purement imaginaires de (3Co>.jr)Â eiistent en même temps ; et c'est 
-précisément ce qu'on vient de trouver. 

II, Pour CosjT négatif j 

L^Pour avoir les Valeurs purement îmagioaires de (3Cesj:)~iqoi 
existent^ si, A— 3 est un' multiple dQ 4 » '^ ^*^^ (i6)_ substituer 

A— a 
la, valeur — - de n ^i (i 5) correspond .Ji ce «as dans la quantité Ç„ qui 

alon devient Q.(i(— 3) , et constitue à elle seule les valeurs cher- 

chcfes. Cela donne successÏTcment 
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' sîn.(|-=)(,±a».)=srn.(i-.)(,±*-=î.y . - 

Jonc la .qusmitë.Qn te réduit) dans; le cas actiiel,îi ^ 

■ d'où ^r^ralte - 

ce qui donne les deux valeors purement imaginaires de (aCoi.«)î. qui 
existent, dans le cas où A-r-a est on mnltiple de 4* Gos^éiank 
négatif. , 

La qaaniîté P„ ou P< / > v » qni doit s'éTanoair dans ce cas ^ 

a'dbû«ndra' ^: cn^ labst'rtDuit la vafonf -r- ■ de- n -dans tous les 
termes qui la composent. Sans faire ici 'le' calcul ,- qui -n6 serak' 
4]u'uoe répétition de celui qoe nous avons fait plus haut, il nous 
suffira dç dire qu'on trourê dëfinitiriunent ' ' ' 

îl riia't "alors, en d^reloppW, ' *'"'■'' 
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•i- - [Siii.(»i— a)»Co»,{/n— 3>+Co>.(m— a>Siii(i?i— a).] 
+7 • ~ [Si..(m— 4)*Co».(«i— 4), +Coi.(m— 4>Sin^m— 4>] 

or, 

Cos.rrtw^Co5.Çm-^2)w^Coa/^m-f4).wS. , . : 

Sinjn».'=7Sia^in««s>rsSâi^>i»>.4)«se. ^. ..;..., '> 

donc, en ijrant égurd i ces reletîoDai 

■''Ki-a) ~ iCosjn» ! Sin-mj^f ^ Sin^m— a)»+ y- • ^^Sin.<M— 4;#^.„. | 

:4:Sinjii>' ! Coijttx+ — Cot.{m—a)x+ — . ^!^ Coi.(iii — 4)x+„.. î ; 
c^est-i-lfire , 

■''l(i_a)=±(^»*'°-»"±Ç.Co»J»«) : 

XM>>c;f ai iffi^.— €9t'-«n.«uiltipl4iiei(/.etrq«eGos;eioi(ii^«tif ,^ 
on «ara tWieurt U rel«ti«: 

ââDÎ le cas où A est impair , Cos^ étant toijjours oégatif , st. 
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trouTent en lubstitaanl la valeur - — d^ n , (]Qi correspond ^ ce 
ca«, dans tons les ternies de P„ i qui devient ainsi Pi,, \', et 
qnt constitue à elle seule la quantité cherchée. Cela donne 

Cm. ^(*iM»)=Cos.-i-|;a;i(J_i),] 
=!-Cos.-^ (j!+»;=— Co8j»i{»+.) , 

'^' ( y- ")(*±"')=c<>».( -ï— 2)>i(*-i>] 



et p«r suite :1 ' ' 

^ifi_,)=7-|cos.m(«+.)+iCo»<n„a)(^.)^,,..j=_;.; 
donc 

ee qui donne l'nniqae Talevr entièrement r&lk'de (flCat^yi i 
pour le cas où k est impair el Cosjr négatif. 

goani 1 b quanti^ Ç.j^j.j>n,d,U «;<y«iouii,d«M~«ccas; 
on trouTcra, par su calcul semblable 1 celui qni > (M employé 
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Ç;(j_,,=Smjn(»^+;.)+-— ,jSiiv(»i— 3);i+,;+..;.,=Ç, 

d'où ; 

Ç,=o . 



Résamons [irésenleinenl les divers • rësaltats auxquels nous 
venons de parvenir. ' ' 

Posons , pour abroger , comme ci-dessus , 

Cosjii(jH;m,»;4-— Cos.(ni— 3)(«iiiii) ' 
H-7~Cos.>-^*iaB-)+....=i', ; 
Sirij!i(*+3n.)+ — SiD^m— aX*^:^»») 

."—■ , ■ + S..iSiCds<,i,2.4)i;^+„,j+.„.:=.<j;,',,. 
et, p»r suite, pour fl— o;; ^^ ■. ..^ . 

«et pour an =: I on nss • 

jCoSJB 
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Cosjji(»+.)+ — CM.(ni— a)(*+.) 



de mi&iire que 

P.=P,Co»jii»+Ç,Sin.m" , 

Ç, =P,Siiij9»+ Q.CoM». ; 

supposons de plos 

■ 
»=- , 

nûQt aurons Iss résultais sninDts. 

La qoaniiU (aCos^)^ a toujonr* k Ttleor* dtfflfrentW|' fui »*ex- 
priineoi ^a^alemçDt par . . 

Mais 

L Daùs h £as de Caajc ptfstiif, 
il existe toujours, parmi ces k valeurs, pour toutes les valeurs 
posnUes de *, une Taleur catièrèment réeDe de {iCo».s)^t « * 
«it impair» et deux valeurs ne différant que par le signe,, si k 
«SI pair. Les valeors |eDtièremeut réelles , en donoant pour indice 

i {aCo«.«3* Im Taleura correspondantes de n , sont exprima par 

("C«^\„„j^j=l:P.; 

Outre ces yaleurs, il en exbte deax abli^,- purement imagiiaairfes , 

fui s'expriment par •' <..■:'./ '. 

Ton, XllI. 33 
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dans le seul cas où k est nn mullîple de ^i 

Le surplus des k valeurs (3Co3^)£s'expnaieDt toujours par 

où l'on peat donner \ n toutes les T*1eurs entières et posilires 
autres que celles qui répondent aux cas particuliers que nous venons 
d'examiner, savoir ^ o poar tous les* cas , o et \k pour k pair, 
el enfin o , zk et '-k pour k multiple de 4< 

K quoi il faut ajouter que , pour tous les CM possibles d'un 
cosinus positif , on s toujours 

II. Dans U cas dt Cos^ négatif » . 

t.* iSi k est pair, \\ n'existe, parmi les A râleurs dé ^aCoi.s'f 
que deux valeurs purement langinaires , exprimée^ par 

si A— a est «a moltipte do 4' ', 1* Mste des <l ' Taleurs est de la 
fortM . - > ■'. 

\ ■■ ■'■: .(aC«s^;ïs=Piv^=ÎQ, ►"-. ; 

'q& l'on peat tnettre pour n tous les nombres entiers* depuis o 

i '■ ■'■■'■- ;. fc«j' 3fc— a' ■ 

jusqq a k , excepte les deox nombres — r— et —7 — . 

Pour toutes les autres Taleor^ paires de k, pour lesquelles!— a 
n'est pas un multiple- -de^, il /tf'«k>Me pi valeurs ent'ièrement 

»icHes ^1 .valei^Sjjiiuremenl imaginaijre^ 4e (aCos.*;,^., Toutes, .^s 
k valeurs sont alors" de la forme . < . , , . , 
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oti n peut éire quelconque. 

3.** Si k eit impair, il existe toufours une Taleur eotièrement 
réelle, exprimée par 

(2Cos.*)»».j^=-P^. 
le reste des k valeurs est de U forme 

où n peut éire quelconque. 

En outre . pour toui les cas possibles d'un cosinus n^lif, 
on a toujours la relation 

. Les ëquatipDS 

Q.sSinjnjH- — Sm.(i7i— 3)*+ — -^^Sin. (m— 4)*+:..;-=o; 

pour Gos.jr positif , et 

Ç =SiiijB;*±i»)+— Siii.(m— aX*i*)4-"«. =0» 

pour Gos.v négatif , lesquelles sultûstent pour toutes les Tsledrs 
possibles de s , expriment des thëorèmes trigonométriqnes remar- 
quables par leur gdnëratîlé et par leur simplicité. Si l'on déreloppc 
la première , elle doane 

— Sin.adr4 Sm-i^-t-....» 

I la ^^ ' 

TaogJBjrss— — ' ■'- ; 

de sorte que, pour «s^», 00 aurait 
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m f»^i m^a ^ m m— i m—» »b— 3 m-^ 

'«- r~; 3"+ 7'^ — 3 — 4 — i~ 

Tang. ;m«= ^ 

m m — I m m^l m^a m^-3 

I ■ I » 34 



L'expression ordinaire de (aCos^)* qu'on a admise- jusqu'ici , 
pour tous les cas possibles, est gënéralemeot 

C2Co8jr)k=P, ; 
de plus on a tacitemeot supposa 

ç.=., 

pour tous les c». 

En comparant ces expressions aux résultats qu'on vient de^troa- 
ver, on voit aisément les exceptions auxquelles elles sont sou- 
mises. 

< En 'eflet l'expression (aCos.ar/sP», admise gëoëralement , n'est 
exacte et eompliie que dans le seul cas oà Cos.ir est positif ei k 

un nombre impair. Si i est un nombre pair, l'expression (aCoa^^^^P,, 
ne donne qu'une 'seule des deux valeurs +Po qui existent dao« 
ce cas. Et de plus elle ne donne pas les deux ^valenn parement 

imaginaires de (aGos.jr)f qu'on doit obleoir , si Jt est un multiple 
de 4 > et <)ni sont J^V^— ïP«> Si Cos.;r est négatif et i pair » 
l'expression (iCot^y^P^ est en défaut ; car , dans ee cas , il n'existe 

pas de valeurs entièrement réelles de (aGos^J^, mais seulement 
deux valeurs purement imaginaires , ne diJTérant l'une de l'autre que par 

le signe , et dont l'expression est ^^^P* , ai i—-a. est un multiple 
de 4* S> f <=os<' ^"nt toujours négatif, i est impair , l'expression de 



y Google 



DES COSÏNUS. i4, 

(Go8.jr/E3p. Mt tncùn tn défaut; car la Taleur eDtiiremenl r^Ila 
qui répond k ce cas n'est pas P., mais — P. ; de sorte que ^éni-' 

ratemeot {iCos^)i = Pa est en défaut pour tout cosinus D^galîf. 
Do reste cette foramle ne donne jamais qu'une seule valeur 

de (aCos.^/ , au lieu de k Taleurs différeotes qui doivent exister 
dans tous les cas. 

L'équation Q,=o, admise généralement , estexaetepour tout cosinus 
positif. Mais elle est en défaut pour tout cosinus négatif. Dans ce 
dernier cas, e'est Qt^o qui doit lui être substituée. 



Je n'ai rapporté ici qu'un précis de l'explicatioD du paradoie; 
Ceux qui désireront on plus grand détail , et en particulier l'ànaUM 
du calcul d'oà on a tiré jusqu'ici U valeur incomplète, et souvent 

fautive de (3Co8.«)k , pourront eonsolter la traduction allemand* 
des Leçons sur Ig ea/eui disjonctons dg LAGMANOXf^nieai prête 
k paraître, et qui doit former le deuxième volume du ncueîl complet 
des ouvrages analiliquts et géométriques de ce ' giaad géoniètfe : tfc 
que je publierai dans Ja même langue, en y jolgMM^de» noiAs «» 
de* additions, soit pour écUircir l^s passages dUfiiiUâs, en laviow 
des periMinçs qui ne sont pas sufBsimment versées dwu l'an^isei. 
soit pour généraliser et simplifier les théorèmes qui en sont susceptibles. 
Ce qui précède offre un exemple ' des notes, dé U demlèra ao0e. 
Je publierai, tes autres en françau , i mesura quà roocssioa . s!en 
offrira. ,.*.'.■. 

Beriin^le ai septevibre i8a3. » 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Rectification <de l'énoncé du problème de géométrie 
proposé à la page 32 1 du'XÏI* volume des Annales, 
ei traité à la page ii5 du présent volume , et 
solution complète de ce problème ; 

Par M. W. H. T. 
Extrait d'âne Uttre au Bédaeteur des Annales. 



Lors<{(ia jo vous parlai'. Monsieur, à n.on passage à Montpellier , 
d'une courbe qoi riisolTail , & la fois, le problème delà trisection 
de l'ongU «t celui de 'la duplicatian du cub^-, ai j'eusse préra que 
TOUS en proposeries ta r^cUerche ^ vos lecteurs , j'aurais Iftcbé de 
mieux- m'es rappeler lés propriétés carsct^ristiques. Ma mëmoire 
A'a éridemcarôl mal eervi. M. Pagaai Michel a eoroplèiemenl rai- 
Am en tons- pkMiU,} et je' demaude bien sineirement pardon à 
IwaS'Ct à' lui da mon inadvertance. Je Tais t^her de la répare 
de ison mÏMit, «n coasignant ici le T^ritable ^ooneé du problème 
et en' mootraat quelle est la courbe qui le résout. 
' Le problème doit être énoncé conime il suit: 

PROBLÈME, Un ase fise et tm pôle fixe sur la direction de 
est asê étant donnés sur un plan , çuelle est la courie ^at jouit 
de eett» d^iMê frbpriitit i.* ^oe son rayon peetear est cons- 
tamment proportionnel au cuhe de la perpendiculaire ahaisséc du 
pAie sur la direction de la tangente à son extrémité , 2,* ^ue tangh 
de ce rayon vectear avec tase est constamment triple de celui 
fUé fait la perpendiculaire apec la mime droite. 
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Le problème est encore ici plus que dc'leraiinë, comme âans 
le premier énoacé , et chacune des deux condîtloDs suffit à elle seule 
pour faire obtenir t'équâtioa difTërentielIe do la coarbe dont il 
s'egît; mais ces conditions ne sont plus incompatibles ,* et elles se 
M trouvent l'une et l'autre satuCaites paf Ja sourie- amtêïoppe. Et 
t espace parcouru par tun des, câtis £un angle droit dont le som- 
met déerit une hy^terhole équilatirSt tandis çuêson autre^âté passe 
constamment par U centre de la courbe. 

Soit en effet («,j^) un des poînu de cette enveloppe , rappor- 
tée aux axes de l'hyperbole , dont nou» suppftsons; te , longueur 
commtine 3tf et sqit {*',y') le point correspondant de i;ett« der- 
nière courbe ; nous anron* d'abord 

De plus , la droite qui joindra nos deux pointa , tangente i U 
courbe cherchée au point (i:r>/), aura po»c ^vliob ;:r. 

£nfin, .il .faudra exprimer que le point (.j^j^) demeare le même 
lorsqiae le point (s' ', f^ varie inGoiment pÂt , ién parooura&l 
l'hyperbole, ce qoi donnera ■ . ■■ i ..: : -U . 

d'oU on conclura, par élimiDatioB.j '' ' 

L'éqnalion de la courbe cherchée sera donc le résultat de l'dMlt- 
nation de jr' «l'y* éôtro' lés équations {t, ^-,'3); 

Pour y procéder commodément , et développer , chemin f^imiff , 
les propriétés de cette courbe qui-^nt le sujet do problème , élimi- 
nons d'abord, ionr-&.tour, ;r' et ^«.'entre les équations (3,3); e« 
.ayant, fcard k l'équation (i). on aiya #iasi , , ... 
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Ea dÎTiaaot ces deu^ ëqaatioiu l'une par l'autre » on a 

- Or en dëaignant . par O l'originâ «a pdl« , p>r OX la diractioB 
~âe' Tixè âei s, fit P lé point (^if) de U courbe cherchée at 
par P' le point correspondant (s^j/O ''^ rhjperbole en aâra 

-^=Tan5.P0X, ' ^ sTangJ'OÏ ; 

au moyen d«-qxi(>» L'éqifatian .(5)d&Tie)!idra . . 

, donc,, en,premier lieu, l'angle FOX est «oottupinent triple de l'angle 
POX, comme l'exige 1* question, 

Ed prenant la somme dea quarréa des mêmes équation (4) , on 
troQTe 

ou encore 




ut^tt les cubes des perpendiculaires OP' tiir les Ungente» PP' sont 

consiammeoc 
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cnnitamment proportionnels «uk rayons vectcnn des points Ut 
contact. 

Sans aller dQnc plus avant , noas vailà assures que notre couiba 
remplit à la fois les deux conditions du problème. 

£d supposant donc la courbe tracée , et désignant par A le point 
ob elle coupe l'axe OX, lequel point est un sommet commun à 
c«lte courbe et À l'hyperbole, si l'on veut i." résoudre le problème 
de U trisection de l'angle, on mènera un rayon vecteur OP , faisani 
avec l'axe OX, un angle XOP égala l'angle donne et se terminant 
k la courbe en P; abaissant ensuite la perpendiculaire OP' sur U 
tsngente PP' en ce point» l'angle XOP^ sera l'angle cherché, tiers 
de l'angle donné XOP. 

a.'* Veut-on résoudre le problème de la duplication du cube ? 
du point O comme centre, et d'un rayon OP' égal à l'aréle àâ 
cube donné, on décrira an cercle. On mènera k ce cercle et k U 
eonrbe une tangente coromnne P'P touchant celte dernière en P. 
On cherchera ensnite un point Q de la mfime courbe tel qu'on 
ait 0Q=30P, et menant la tangente QQ en ce nonveaa point 
U perpendiculaire OQ' sur sa direction, cette perpendiculaire O^ 
•çra l'arête du cube cherché^ double en Tolume de celui dont l'arét* 
est OP'. 

On voit an surplus , par cette coostmction , qu'il serait tout annî 
facile de troarer un cube dont le Tolume f&l au volume de celui 
dont l'arête est OP' dans tel rapport on voudrait. U ne s'agirait 
•n effet, pour cela^que de faire varier le rapport deOQàOP. 

Poorsairons présentement la recherche de l'équation de notr* 
courbe. L'équalion (6) donne 



^.+y.=..(î^);, 



•o rapprochant de celle-ci l'équation (t) qui est 

tt prenant successivement leur somme et leur diâerene«, on avn 
ïom. X/i/. 34 
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relraachaDt successivement la seconde du triple de la premièrt 
et le triple de la seconde de la première , il viendra , en divUaBt 

> (8) 
ces deux dernières, diTÏsêes Tune par l'autre, doaoeat 






(9) 



et le* éiaatîons (7) , dlrisëes anssi l'ane par l'aolre , doooeat , par 
Textractlon de la raeîae carrée, 

i=±UJL.( . (.0) . 



-(r^- 



'+1 I 



mus reptation (5) pent £tre mise soos eelte form* 

«ubslituant donc tel râleurs (9, to), ooas aoroas finalement poar 
l'équaiioD de la courbe cherchée 
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RESOLUES. i4j 

{qnation qui est exactement l'ëquallon (2) de M. pAgnoi Michel 
{ pa^. I tg ) * en y changeant aimpl«meot ^ en a. Il est donc certain 
aae la dernière dea coodîlïona du problème emporte aussi b 
première. , 

Cette Courbet dont l'^aation polaire peut iire amenée i It, 
^orme très-simple , 



G)-= 



■ Sét.'Tt , 



jouît de plusicor» autres propriétés géométriques et mécaniqaet 
fort cnrien^tes. Si j'en trouve le loisir, j'en ferai, Moosiear, le 
anjet d'an petit mémoire que j'aurai l'honneur de tous adresser (*}. 
Agréez , etc. 

Florence fie 11 octobre 1832. 



QUESTIONS PROPOSEES, 

Prcbîème dcmalise, 
jfVuigoer la somme finie de chaenne des trois sérîtt infimea < 



I.» = + ■ — r h-« 

■ 3 5 7 

_ . ,Cos3« , 1.3 Cm.5» , 1.3.5 C1M.7S . 

• 3 »4 5 »4* 7 

CoiJcCoi^ Coi.a»G».y , Coi.3jrCo«Jy Coa^xCosf^ 
^3. — ; + 3 ■ +^ 

(*) NoutCTOjana devoir rappeler, à cette «ccau'on, qu*ufw panlmlet l»ee» 
f*g»éf de M développée^ jouit également de la ftopnèté de pouvoir réioddre 
à U foEi le prabléne de U duplicstîoa du cube et celui de la trifcclioo de )>Dfk 
(.<liuMfaf,toin. IXfpa^ ao4tCt tmn. X,pe|^ «43}. 

■ J. D. G. 
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>48 QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorème de géométrie élémentaire, 

' Le point O d'un plan indéfini dont la somme OA-fCB-f-OC , 
des ' distances i trots points A ^ 6 , C ^ situtïs comme on !«' 
Toudra hors de ce plan est un minimum est tel que si, par l'un* 
qaeleonqne des droites 0A| OB , OC, oo conduit un plan perpendi- 
culaire au plan dont il s'agit, ce plan divisera en deux parties égales 
l'angle form^ par les deux autres droites. 

Théorèjne de Géométrie transcendante* 

. ,0d sait que le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du 
MDtre d'une hyperbole sur toutes les tangentes k cette courbe e^t 
«ne sorte de ^uit renverse (co) appelé Lfmniuals,, ayant oiêmea 
Rxes,in,£nae centre et, même sommet que l'hyperbole. 

Supposons que l'hyperbole soit équilatère, et soit son aie ég^\ 
4 2tf. Sur cet axe, comme grand axe, soit construite une ellipu 
dont I« pelît ajcb soit égal à ta distance entre ses foyers (*); cette 
ellipse, circonscrite à U Lemnîscale» aura comme elle même centr* 
et mêmes sommets que l'hyperbole* 

Soit désignée par E l'excès uni de l'asymptote înfînîe de l'hyperbole 
eoiMptéa dà centre , sur lé quart aussi infinî de cette courbe. (**) 
Soient en outre f te quart du périmètre de la Lcmniscate et Q 
le quart du périmètre de l'ellipse ; on aura 



' (*} C*eit TeOipse projection j*an cercle sur un plan qui fftit arec le ùeo m 
■■gb demMlnitt.* Elle fooit de diverse) pràpriëlés remarquable*. 

(**) Cest ta diuance du tentre «U point de l'u/mptot* oh nendrait àboutii 
l»foÎBt do la eoarbe qaî m trouve au Mmmet , *i cetK courbe luppotfc Baxiblr- 
Aait ^»plîqu4e «u son ujmptote^.saM déplacement dupolBtde contaa à l'inËnV ' 
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RÉFLEXIONS SDR LES ÉPBOUVETTES. aig 



MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

Reflexions sur Vusage de Véprouvette^ dans T artillerie , 
pour apprécier la force de la poudre; 

Par M. Hé LIE , lieutenant d'artillerie. 



Vf N donne y dans rartillerie , te nom S^éprowettes aux instruinen» 
destines à estimer la force relative des poudres de dÎTerses qualité»* 

Ce n'est qu'en examinant les effets produits par la poudre qu'on 
peut se former une id<!e de 'ce qa'oD doit entendre par i\ force. 

Lorsqu'une certaine massa de poudre s'cnllamme y les gaz qa 
^& forment et se dëreloppent ayaut une très-grande force élastique 
tendent à se dilater en isus sens. S'ils rencontrent quelque corp» 
mobile dont la présence gène celle dilatation, ce corps éproure 
de leur part, une pression qui le met en mouremem. La vitesse 
qu'il acquiert , d'abord infiniment petite, t'accroît eoniinuellemcnt 
par l' effet de ta pression; mais cette pression devant nécessiire- 
ment diminuer d'intensité à mesure que la vitesse du mobile tend 
3l devenir égale à celte du gaz, il arrive enfin un terme où elle- 
devient tout-à-fait nulle , et où. consëqiiemment le mobile n'a plus- 
d'autre cause de son mouvement que la vitesse qui lui a été anté- 
rieurement communiquée. Peodaut tout le temps de la dure'e de' 
rîmpulùon , le mobile a reçu à chaque instant une quantité de 
movvement inûoîment petite ; et on juge de la force de la poudre^ 
pAr la somme des quantités de moorement ainsi acquises , c'esb> 
X'ûfl». ^ii/,.B." rni, u^'/émer 1823.. 35 
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i<dire,paF la quantité totale de mouvement acquise par ca mobile. 

La quantité de mourcment infiniment petite communiquée au 
mobile à chaque instant dépendra la fois, dus râleurs qu'ont, i 
cet instant , la force élastique des gaz , la vitesse de ce mobile et 
les résistances qui peuvent gêner son mouvement. Une foule de 
circonstances étrangères à la qualité de la poudre peuvent d'ailleurs 
influer sur sa force élastique ; et tels sont par egiemple le volume 
et la figure de l'espace qui la contient , l'état de plus ou moins 
grande compression où elle s'y trouve, l'endroit et la manière dont 
le feu T est appliqué, etc , etc. 

Nous oe nous occuperons uniquement ici que de ce qui concerne 
les effets de ta poudre dans les bouchea k feu. 

Supposons donc une charge de poudre placée au fond de l'&me 
cylindrique d'un canon et surmontée d'un projectile. Au moment où 
l'inflammation commence, les gaz qui se forment et qui cherchent 
k se dilater dans tous los sens poussent à la fois le projectile el 
le canen, dans des directions contraires. 

Pour examiner d'abord le cas le plus simple , supposons l'axe 
6c .la pièce horizontal, les centres de gravité du canon et du 
i>ouIet placés snr cet axe , le boulet sphérique ou cylindrique el 
le vent nul. Imaginons encore qoe le canon soit posé sur un plan 
horizontal, sur lequel il puisse glîsier librement, sans qu'aucun 
obstacle s'y eppose. Faisons enfin abstraction de toute résistance , 
et négligeons eo outre la circonstance du gaz qui s'échappe par le 
canal de la lumière. Chacun des deux corps n« recevra ainsi de 
la poudre qu'une impulsion recliligne et horizontale. 

L'opinion généralement adoptée est que les quantités de mouve- 
nxïni communiquées pendant le même temps au boulet et au canon 
«uDt égales entre elles. 

Je n'en citerai qu'un exemple. M. Petit {Annales de chimie , lomo 
Vni, page ^9&} veut avoir l'expression -de la force vire que la pon- 
dre Communique dans son explosion; forre vive qui est représentée 
par.Jlf)^*-f'm^*f M et ai désignant les jnauea respectives du codou 
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SUR LES ÉPROUVETTÉS. aSt 

•t du boulet, V et p leurs vtiesses acquises. U obserro que, /r 
ioulet et le canon étant soumis à la même force , doivent acquérir 
la même quantité de mouvement dans le même temps. En consé- 
quence, il pose réqu»tîon MF^mf, et change ainsi l'expressloa 

précédeata en celle-ci: mc'f '"H nï 1 • 

Mais ee principe se- soutient pas l'épreuve de l'analise; 

M ^*. m d^signaal toujours les masses du caooa et du Loulel , 
fioient, à lia instant quelconque, f la vitesse du premier, c celle 
du second, Â la hauteur de colonne d'eau à laquelle ferait «iquitibre 
rélasticité do- mélange gazeux. 

Dësignon» par^ta gravite , par ^ la densité du mélange gazeux, 
«elle- de l'caU' étant prise pour unité. Pour faciliter le raisonnement, 
supposoDS le boulet cylindrique , en sorte que la face de ce corps 
•xposée i l'action- de la poudre soit plane et perpendiculaire k 
f axe de .la pièce. 

Si le boulet et .le canon devenaient tout à coup, immobiles, le 
fluide exercerait spr l'unité de surface de chacun de ces coqis une- 
pression égale À gh. Ainsi ^désignant la section transversale du< 
canon, ^^ exprimerait la pression totale qu'eprouToraienl le fond 
du canon et le boulet. 

Si^ au contraire, le boulet et le fond du canon étaient subite— 
ment enlevéa , le fluide «'échapperait, de part et d'autre, areo 

une TÏltsse & ^^ a; 4- *■ 

Dans l'état réel des chose», le boulet a une vitesse p; le fluide ' 
q^i le presse • donc aussi cette vitesse ; celle que ce dernier 
prendrait s*tl était libre étant, comme nous venons de le dire, 

ï^sjT -T- » celle qu'U perd , par l'interposition da boulet , est donc 
lie boalet <^uve donc la ném^-presMi» qtie sll était îmmobilii 



y Google 



aSa RÉFLEXIONS 

et presse par un fluide d'ane densité j , tendant & s'ëchappet avec 

une vitesse T/ H—p — *"• S"'* ^' ^' hauteur de la colonne d'eau 

à laquelle ferait équilibre l'élasticité de ce fluide , il est clair qa'oo anra 

Jr/^ ^g -L = 7^ sg -r —f ; psf conséquent, la pression exercée 

sur le boulet j et qui est représentée par gii' , aura pour nlcur 

La quantité de mouTement infiniment petite que cette pression 
communiqua au boulet est 



.,^^\y7i-^l^'. 



it éiant l'élément du temps. On trouverait , par un raisonnement 
analogue , pour la quantité de mouvement communiquée au canon , 



'M^r=^\yZJ-y\i'. 



Comme la valeur de F est irès-diiTéreote de celle de c, on ne peut 
pas supposer les quantités MdVet màp égales entre elles. La première 
JUdy est toujours la plus grande , à cause que f^ est plus petit 
^ue c. 

Donc, & chaque instant , le canon reçoit de l'action de la pondre ' 
une quantité de mouvement plus grande que celle que reçoit U 
boulet. (') 



(*) U. Petit , i l'exemple de (oui ceux ijui ont Irail^ la inéiiM qaeition avant 
lai, n'a pai Taït aKentton k\a diminution que la viteste d^jà acquise par chacim 
de* deux corp» apporte à la preision que cei corpj éprouvent. Il a également 
négligé cette quantité en l'occupant de la quealîoD suivante: (vo^et le mjiaoire 
déjA ciië. ) 
^.Siil.att cjtittiréjuu ^ horitontal tt firme par un 4t su ,bouti, Vn ^uU* 
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Dans la pratique, U diiF^rence est encore plus grande, \ cause 
du veat du boulet, de la insistance de l'air, etc, elc. 

Si l'on considire les quantités de mouTcmcnt totales acquises par 



élastique eit placé entre U [oni àe et cfUnârt et un piston. ït tmeree sur 
ce dernier une pression yui le met en mouvements II s'agit de trouver la force' 
vite acquise par U piston 1 

Soil a U longueur du cjUudre primitivement occupa par le flaide ; *oit x 
celle qu'il occufie actuellement. Soient A la hauteur de la coloune d'eau i laquelle 
ton elaaticiié pouvait faire équilibre quand il occupait l'espace a , n la ma»* 
du pi»lon , f sa vitesae actuelle , b U section irantvefiale du cylindre ; et 
prenons la densité de l'csu pour rnili, 

l/ëlastîcilé du fiuide s'est re'duite â ^— . La preuîon qu'il exerce sur le 
Coud du cjliudre est gb — ■ . TA, Petit suppose que cette valeur est aussi 
celle de la presûon eaerc^ «or. le pistou. En conséquence , il ^crit —7— ^^b — on 

"W*^ Aa r . * >..... ..111. 

• - — K=g ~~, Intégrant ensuila cette équation , il obtient ainsi la valeur ^emf>*. 

Mais , k cause que le piston a une vilesse acquise v , la pression exercée sur 
■a base est nécessairement moindre qne celle que supporte le fond du cylindre. 
Soit t la densité du ânlde , lorsqu'il occupait l'eqiaGe a ; u densité actuelle 

derra être exprimée par — . La viles» qu'il prendrait , si l'on enlevait sabi- 



leraent le piston serait m^ 3g.-^=:^^3^-v.I>onc,livileaieq&'iIperdf' 

par l'interposition du piston , est l^ ig 4- — «■ Soît h' U hauteur de la colonne 
d^eau k laquelle ferait équilibre l'éUstitùté génératrice de cette TÏtewe | on aura 
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les deux corps , on volt qu'elles doivent diiTérer encore darantsge. 
En effet » dès les premiers înstans de l'explosion , le boulet, chassé 
liors du canon , n'éprouve Menlàt plus, de la part de la poudre,, 
qu'une action à peu près nulle; tandis que celle qui est exercée 
sur lo canon est encore considérable. 

U est donc Lien prouvé que l'explosion de la pondre commu- 
nique au canon une quantité de mouvement plus grande que celle 
qu'elle communique au boulet. 

La relation qu'ont entre elles ces deux quantités de monvement , 
dépend d'ailleurs de la loi de développement des gaz dans ta. 
charge de poudre que l'on considère. Ainsi , cette lot venant à 
varier , la relation variera aussi. Donc cette dernière dépend de I». 
nature de la poudre. 

Une de ces quantités de mouvement détermine /« recul de la 
pièce , l'autre la distance à laquelle est porté le boulet ou ia.- 
portés. Ainsi , la relation entre le recul et la portée dépend ,, ea= 
général , de l'espèce de pondre que l'on emploie. 

De U il résulte qu'il peut arriver que , de deux charge» égales-- 
de poudres de qualité dllTérente , l'une donne un petit recul et 
une grande portée , et q^u'au contraire l'autre donne un grand recul 
et une petite portée. 

donc la.pMMîna hghf qa'i^prouve leplMBD a goor valeur. 






formale bien jifi^eole de U pr^c^ente. 

]e ferai encore observer que Rouj» ^.dans-ses NoUftauM prùic^i fartttltrftù 
. • conuDÛ la même ioadvertucct 
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Ëq eiTet , la quantité de mouTemeot que reçoit le boulet ne 
diipend guère , àa moins dans les pièces de peu de longueur , que 
de ce qui se passe dans les premiers tnstans de rindammation ; 
celle que reçoit le canon dépend > au contraire , des circonstances 
de la dtirëe totale de l'explosion. Or , il est aise , d'après cela , 
d'imaginer deux lois de développement des gaz dont l'une soit telle 
que le l^oulet n'obtienne qu'une très-petite quantité de mouvement , 
pendant que le canon en recevra une très-grande, tandis que , suivant 
l'autre , le boulet acquerra une grande vitesse , tandis que la quan- 
tité de mouvement du canon, quoique ~ toujours supérieure Ji celle ' 
du boulet , soit cependant bien moindre que dans l'autre cas. 

Ainsi, en général^ les poudres qui donnent les plus grands re- 
culs di/Térent de nature de celtes qui donnent les plus grwdea 
portées. 

Au reste ,' ce n'«st pas toujours la même poudie qui donne la 
plus grande portée ou le plus grand recul. 

Eh effet , c'est un fait bien reconnu que ta loi de rinfluDOUtion 
varie , en général , Doa seulement avec l'espèce de poudre , mais 
.encore avec la masM ssr laquelle oa opère. On conçoit d«Dc -que 
la poudre qui ,- soua une charge donnée > produit la plus grande 
portée ou le plus grand recul , peut fort bien nt pas conserrttr oet 
avantage , lorsque le poids de la cbarge viendra à varier. 

Les obstacles que les gas rencontrent , en cherchant & se Aé~ ■ 
gager * influent aussi singulièrement sut la manière dont Ils se 
forment et te degré d'élasticité qu'ils acquièrent. Le projectile «'oppose 
d'autant plus à leur développement que l'ange soos lequel od tire 
est plus considérable. Ainsi , la poudre quî donne la plus grande 
portée peut , toutes choses égales d'ailleurs , varier avec l'aagle de 
ptojecùon. 

La grandeur An Toot , la position d« la lumière , le degré 
d^échau'Hement de la p^e , etc. , sont encore autant de clrcoiur 
lances -gui influent tur la Iw de développrmcnt des gaz. 
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D'après cela , oa conçoit aisément que les efTels des poudr«s 
doivent varier avec l'espèce des bouckcs à feu. | 

11 résulte de tout ce qui précède que la mêrae poudre qui , 
dans de certaines circonstances , produit de très-grands eJTets , peut , 
dans des circonstances diflérentes , n'en produire que de Irès-faibles, (*} 

£t> comme on juge de la force de la poudre par les effets 
q^u'elle produit, on voit que la même poudre peut se tnoDtrer forte 
daot un cas et faïUe dans un autre. Ainsi, par exemple , on a vu 
que la même poudre pourrait en mime temps donner un grand 
recul et une petite portée. Si donc l'on a seulement égard à cette 
portée, la poudre sera réputée faible, tandis que si, au con- 
traire, on ne considjïre uniq^uement ^ue le recul,, elle sera réputé» 
forte. 

Par conséquent la même pondre n'est pas également propre ^ 
produire tous les effets possibles. 

Les épreuves qu'on fait subir aux poudres se réd'uisent ordinai- 
rement à essayer leur effet dans un cas particulier. Celle qui pro- 
duit r«JTet le plus considérable est réputée- supe'rieure à toute» 
les autres. 

Mais, la supériorité de celte poudre n'est constatée que d'ans le- 
cas particulier où elle a été essayée ; et il est très-possible qu'elk- 
ae montre . dans d'antres circonstances , fofl inférieure 4- celles sur 
lesquelles oa lui aura donné la préférence. 

De 14 résulte que la même poudre peut ae montrer tuès-faible 
dans ure éprouvelte et très-foite dans- une autre. 

Oa peut diviser les éprouvetles en deux sortes prineipales; dans 
tes unes on mesure soit la quantité de mouvement imprimée att 



(•5 Aa nombre de cet circonstances, on ne compte point ici celles qui changent 
la nature de U poudre ,. comme les Târiaiions hygrométriques. La poiulre esfc 
■upposëo loujouri dans le même ét«U La quaulittî employée et les effets, k 
(loduicG varicat seulï. 

pro[ecdl« 
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projectile aoïl la distance à laquelle il est porté : dans les autres 
on observe te recul du canon qui renferme la poudre. 

Le môrtîer-éprouvctte , dont oa se sert en France, apparlienl ^ 
la première classe :. l'^prouvetle hydrostatique de M. Rcynier appar- 
tient à la seconde. ( Voyez sa description dans' V Aide- mémoire da 
général Gas.S£ND1). 

Dans le premier cas , la poudre qui donne la plos-grande portés 
est réputée la meilleure ^ dans le second , c'est celle qui donne- 
le plus grand recul. 

Ainsi , de deux poudres dont l'une porte le glol» de l'éprou» 
Tette - monicr & a3o mètres et l'autre & sao , la première est 
regardée comme supérieure ; mais sa supériorité peut tris - bien- 
n'exisler que dans l'dprou^ettc ; et il est possible que , dans d'autres- 
bouches \ feu , la seconde donne une plus grande portée. 

L'éprouvette-morticr et Téprouvette hydrostatique doivent souvent 
donner des résultats conirad'icioîres ; la poudre s'y trouve , ea 
elTet , dans des circonstances fort dlfTérentes. Dans la première; 
la charge est de trois onces; elle n'est que de trois grammes seu- 
lement dans la seconde qui , en outre ^ n'a point de projectile. De- 
plus , les effets observés ne sont pas du même genre. 

Toutes CCS réflexions se trouvent , au sttrplus , complètement! 
aoniîrmées par l'expérience. 

Totilouse , le 27 décembre 1833» 



*lom. XUZ 3&; 
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GEOMETRIE TRANSCENDANTE. 

Solution dun problème de géométrie , dépendant dea 
équations aux différences mêlées f 

Par M. Vernier , professeur de mathématiques au collège 
royal de Cacu , ancien dlève de l'école normale. 



Â R9BLÈME. Trouver la courle plane sur laquelle un point 
Itmincus , parvenant d'an point donné àe son plan , dans quel- 
que direction que ce soit , après avoir suii deux réflexions , retourne 
au point même de dc.part ? (•) 

Solution. Soient O le poinl donné * P , F' les points de la 
courbe où les deux n^Hcxions consccutlves doivent avoir lieu ; il 
faudra donc qtie « quelle que puisse être la direction primilive 
OM, en menant les normales PN, P'N', on axlAng. OPN=^n^NOP' 
et Ans.VVm'^ÀngWV'O. 

Soit pris le point O pour origine des coordonnëes rectangulaires. 
Soient X ,y les coordonnées du point P et soient s' , y' celles du 
point P' ; et soient enfin désignées par Ax , Ay , rcspectÎTement , les 
di/Térencei s'-^s , f'—y* 



(*) Ce problème « proposé dans les A^a eraâitorwn ( lepiembre 174S } , a 
élé traité pour la première foii par Euler ( même recueil , 174^). M. Bîots'en 
«H aaiii occupé ( Mimoirei pritmtii à riastitut , tom. I ), Vojei te Ttaîti 
àtt êi^irtneti et its lérùs de H. Lacroix , pag, 568. 
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ConMTont noe ellipse qui , ayant les points O et P poor foyers , 
passe par le point F'; par la propriiitë fondamentale de cette coutbe 
ks coordonnées s^^y' satisferont i re'quatioa 

V^»'»jj^»+V' cjC— 3!)»+(j''— yï* = Constan le, 

La diiTérenbelle de celle lîquation , prise en coDMd<!raDt x' ,y' comme 
Tsriables et x, y comme constons, et en remplaçant lespeciive- 
ment x*~~x et y'— y par Ax , Af est 

4y , f l^f _, 



Or, par les propriétés connues de l'ellipse, les lois de ta réflexion' 
et la nature du problème. Il est aïsé de voir qu'au point (x' , y^ 
l'ellipse dont il s'agit doit avoir un éle'ment commun et par con- 
sëijuent une taogenle commune arec la courbe cherchée, de sorte 

que , dans l'équation ci-dessus , le coeflicient dilFiirentiel -r-y de 
l'ellipse peut être remplacé par celui de cette cour&e. Désignant 
donc ce dernier par;i^ et substituant^ notre équation pourra être 
mise sous la forme 



«e qui donne , en qaarrant , chassant les dinominafenrt et traasposantt 
Mtte équatioB est éndemment satisfaite en ^ant 
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mais c'est une valeur introduite par IVlévation au quarré, puisqu'elle 
ne satisfait pas à l'ëquaLion sous sa première forme. 

En faisant le dcveloppemcnt , l'équation peut être mise sous 
cette forme 

et donne consëquemmcnt, pour la véritable valeur de — 

Ax aj'+s/î'_j '—;>"«' ' ' 

La considération d'une seconde ellipse qai , ayant pour fojera 
les points O et F', passerait par le point P, donnera pareillement, 
en désignant par F le cociBcîent diiliirentiel au point O ^ 

Les équations aux différences mélëes (l , a) ne paraissent faci- 
lement intégrales que dans le cas où le point O est Infiniment éloi- 
gné ; c'est-à-dire , dans le cas où les rayons PO et P^ sont pa- 
rallèles. AFors s et s* soot respectivement infinis par rapport à y 
et y', ce qui réduit les équations (i , a) aux suivantes 

^=-i. , (3) it=.i. , (4) 

Ai l—pt • ^ ' il ,_,/. " "' 

ce qui donne 

f _ '^ . ' . 



d'o& résultent ces deux valeurs 
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Occupons-nous d'abord -de i'iéquation - 

^ — JL- - ■ 

dans le cas où on a /»«;>'; c'est-i-dirc , dans !c cas-où le» tangenles 
à la courbe en P et F' sont parallèles. Soit y^{x) d'où 

et soit f'(«) la ddrÎTée de y ou f(:r) , de manière qa'on aît^=:f'(;ï) ! 
nos équations seront alors 

La première revient "k 

: r(,+A.)-rw=i^, (5) - 

en la diiTérentiant, la diCFërentieUe de aon premier membre sera 

«n j mettant pour r(«+Aj;) sa valear Vijx') , donnée par la seconde 
é^naUon, .cette différentielle 'w réduira à (^(xJ.-Ï.At. ; de sorte tjn'oU 
aura . 

f''(jr).dAxs=a.- 



,1— tP(*)]» 

Celte; ^qt^atlQD diffi^rentlûlle emtak'J'(s)-et Ax s'intègre facile^ 
ment et donne, comme on peat It Téi^er {lar la. difEëreotiation > 
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«D mettant cetl« valeur dans l'équation (5) , elle derienl 

OÙ , pour plus de sicnplîcitë , nous avons rois y et ^ pour f(j^ 

« f'W. 

Posons f =f(z) , 9 étant une fonction de la variable indépen- 
daote 2 de telle forme qu'on ait 

-r+C. I^ =<*+!) . (B) 

Posons encore )'=f(«)=f[9(z)]='^(z) ; puisque y's^. ; nou» 

Barons aossi y'=. — ; au moyen de quoi les équations (Â et Bj 

deviendront, en n'écrivant, pour plus de simplicité, que les ca- 
caetërôtiques des fonctions , 

•»-^-+=='C^ . (A') 

'■-»=C(^)-C. (BO 






Cela posé I l'e'quatlon i'{xy^î'{*\ù^) prouve que t— ne change- 



pas, lorsque s se change en «+A;f , ce qui prouve que -^ ne 

doit pas changer non plus , lorsque x dcinenl c-^i. Donc ~ 

est égal à une foncUon arbitraire g^ qpi ne change pi»^ lors^i^ 
« derieiUx+i ; de sorta qn'on a. . 
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d'otk l'on tiro 

g , m f n ëtant des fonctions arbitraires de z dooi la dtffdren£e 
doit £tre nulle , mais qui ne sont pas îndëpciidantM entre elles ; 

car, comme on a supposées -- , it faut qu'on ait 

g' , m' t n' étant le» dérivées respectives de g- , m, n, prises par 
rapport i z. Cette équation de condition se réduit à 

Cg'+m'S-h(C—nO=o, 
d'où 

„__ — m''+\/w^»+4Cn'— 4C' 
e Je • 

et les râleurs de f et 'ï' , c'est-ï-dire de * et/ seront , en consiquence 

r=(— "'+V^'n'"+4CB'— 4G»)«+'» - 

PassoDi BU cecond des deux cas ponr lesquels on peol facile- 
ment intégrer les équations du problème , e'est-ï-dire au cas où 
l'on a 

^ — ^ . ' -, * . 
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et où, par cons(îqueni , les tangentes ea {x , y) ei (*',. y^ sont 
pernendîculalres l'une à rautr& 
Posons encore 

y^fC*) et p=('(j') V 
nos deux dquations deviendront 

Posons ensuite a:=f'^z) , f étant une fonction de la variable in^^ 
dépendante z de telle forme qu'on ait 

Foioas enfin ^ssr(a;)= f [^(z)] = 't^z) ; nous aurons , comme cî-dessus,. 

BU moyen de quoi nos deux équations deviendront 



+.—+==(*,-.,). 






Soit — ^u ; la deuxième équation dérîendfa uu,^ — i , et pourrai 
«'intégrer. £d effet, remplaçant u, par u-f-^^i.elle deviendra. 
«'•^irA»=-"i I d'où u+Aa= — 1 — ,_ et par suite 

it 
Or , h différence dîi second' membre est nulle ; car, si x se change- 

en z-^i f il déviant — |-»i> qui est la même chose qae — -f-tr ,. 

puisque l'équation- BK,=a^i^ donna- ' 
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I I 

B= — — et — — =tf, ; 

Ui u 

ott a donc 

g étant une fonction de z dont la dîA'érence est Dulle ^ d'où l'on 
lire t en Intégrant , par la méthode connue , 

KeTenant ensuite k l'é^uatioa * 



V-. — ^=(?,— ^) . - 



dp— d+» 
elle pourra être mise sous la forme 



f i— f = - 






puis donc qu'on a — =», elle deviendra 

donc 

♦— f *+* , 

i ^tant une fonction arbitraire de 2 dont la différence est nulle; 

Il reste donc à obtenir une seconde intégrale. Po'^r cela, nous 
donnerons à celle que nous venons d'obtenir la forme suifante 

4-S5 f-jr— p 

e e 

H a** a 2»^ a» 

mais on a j comme nous Tarons ru tout à l'heure p 

d'^ „ 
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de <" 

^g.lan. donc ce, deux valeurs de - . on aura 

Posons 

~7r -<' 



. y+(— /V.-K- + 7 

.lors la valeur de f dépendra de l'ccjuallon linéaire du. premier ordre 

»'+/i»+F=oi 
d'où on llrera, on inlëgrant, 



ç=— i 



-■"'"{/ye^'^'+c). 



Célanl une constante arbitraire. Celle éqoalion jointe U-iqualion 

donnera , pour résoudre le proWitne , deux dioalions »"♦.*.' 
ou en * , y , î , tenrcmanl deux fonctions arbitraires à différence 
nulle et en outre une constante arbilpeire. 

Par 1. difficulté d'intégrer, les équations du p./.blème , dans le. 
deux cas particuliers qii« nous venons de IraUv , et par la com- 
plication des rétulta... on peut juger des obstacles que présenlera.l 
■ Hotégration dan. le ca, général. Toutefois nous osons çrmre que 
l'essai qui précède sera reçu avec quelque indulgence par les géo- 
mètres qui savent combien est. p«u .vmcée encore la. tbeon. dei 
équations aux difTcrences mêlées. ^ 
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GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Démonstration dun théorème de géométrie ;, 
Par M. Amédée MoREL, , capitaine darlilki'ie. 

X HÈORÈME. L'aire de ta profeciion iune Jiguro pla^e tjveî- 
eonque sur un plan , situé comme on le poudra par rapport a» 
sien y esi égale à Faire de celte figure même, multipliée par /#- 
cosinus tabulaire de son inclinaison sur le plan de projection* 

Démonstration. Toute figure plane étant poljigone rcctîlïgne ott 
limite de polygone rectîligne -, la proposition sera vr<iie pour toute 
figure ptane , si elle est vraie pour un polygone reclili^œ quelconque^ 

Imaginons le polygone décomposé en triangles par des diagonales ; 
les pi'ojecilons de ces triangles seront ïes triangles résultant de la 
de'composiiion de la projcctinn du polygone par des dingonales , 
projections de celles du polvgone lui-même; et, comme les incli- 
oaisous des plans do ces triangles les uns sur les autres ne seront 
autre chose que t'iocHnuison du plan du polygone sur celui de sa 
pRejeclîoa ,. il est clair que la proposition sera vraie, si elle Test 
pour chaque triangle, comparé li sa projection ; d'où l'on voit que- 
tout se réduit à prouver que la projection de l'aire d'un triangle' 
sur un plan quelconrgue , diiferent du sien est égale à l'aire de ce 
triangle, mutti^iliée par le cosinus tabulaire de l'inclinaison de soil 
plan sur celui de sa projection. 

Et comme, etcepté le cas oà les deux plans sont parallèle», 
|>ear lequel la proposition est évidente, les deux plans forment .- 
toujours un angle dièdre , tout se réduit à démontrer que l'aire de 
la projection sur l'une des faces d'un angle diàdre d'un triangle- 
tracé sur l'autre face est égale à l'aire de ce dernier, multiplies- 
par le coeiaus tabulaire de Tangle- dièdre dont il s'agita. 
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: Si , par l'un des sommets du irlangle , on conduit an plan parallèle 
au plau de prçjcclion, sa projcclion sur ce plan sera égale i sa 
projection sur l'autre ; de soi le que , si la proposition est vraie pour 
cclle-ià elle le sera aussi pour celle - cî. 

Mnls le second plan formera avec celui du triangle uo angle 
dièdre cgaL au premier , tel que l'un des sommets de ce triangle 
se trouvera sur son arôic ; il suflit donc de démontrer le théorème 
pour un triangle placé dans de telles circonstances. 

Ou bien un des cûti!s de l'angle qui a son sommet sur l'arête 
de l'angle dïcdre se confondra avec cette arâte , ou bien ils ne se 
confondront ni l'un ni l'autre avec elle. Dnns ce dernier cas, & moins 
que le coté opposé au sommet dont il s'agit ne soit parallèle à 
celle arûte ; en le prolongcanl, s'il est nc'ccssaire, jusqu'à ce qu'il 
la rencontre, notre triangle se trouvera cire la somme ou la dilTé- 
ronce de deux auUcs , dans lesquels un des côtés se confondra avec 
l'arête de t'ani^lc dicdici ; de sorte que , si la proposition est vraie 
pour de tels l^'ïangles , elle le sera aussi pour le nôtre. 

pans le cas pariiculler où le cô:é opposé à l'angle dont le som- 
met est sur l'arèlc so trouve parallèle k cette arête , en conduisant 
par ce côté un plan parallèle au plan de projection, la projection 
sur ce nouveau plan sera la même qus sur le premier; îl formera 
avec le plan d(i triangle un nouvel angle dièdre égal au premier, 
et notre triangle se trouvera encore avoir un de ses côtés sur 
Tarète de cet angle dièdre. 

Ainsi, dans tous les cas ,1a question se réduit à démontrer que, lors- 
qu'un triangle , situé sur l'une des faces d'un angle dièdre a de 
plus sa base située sur son arête, l'aire de sa projection sur l'auire 
face est égale à l'aire du triangle , multipliée par le cosinus ta- 
bulaire de l'angle dièdre dont il s'agit. 

Mais le triangle et sa projeciion ayant alors même base , leurs aires 
sont proportionnelles à leurs hauteurs, dont l'angle mesure l'angle diè- 
dre dont il s'agit, puisqu'elles sont des perpendiculaires & son arête » 
menées d^n* ses faces par un mdme point de cette arête. D'un autre 
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'Càiif la hauleiir du triangle se trouve être l'bypothënuse â'un triangle 
rectaogle dont un des côtés de l'anj-Ie droit est la hauteur de sa 
projection , et dans lequel l'angle de ces deux côt^s est la mesure 
de l'angle dièdre ; la question est donc ramenée à savoir si , dans 
nn triangle rectangle, un des côti^s de l'angle droit est ^gal à son 
hypothénuse , multipliée par le cosinus tabulaire de l'angle qu'elle 
f:^ii avec lui , ce qui est une conséquence immédiate de la ddâiiition 
inéme du cosinus tabulaire d'un angle: notre ihcorème se trouve 
donc ainsi complètement dcmonIr<j, 

Corollaires, I. L'aire de la projection sur la base d'une pyramide 
régulière d'une figure tracée arbilraîrcment sur la surfcice convexe, 
el pouvant embrasser tant de ces faces latérales qu'on voudra , 
est égale à l'aïrc de celte fîgurc même, mullipliée par le cosinus 
tabulaire de l'Inclinaison commune des faces latérales de la pyramide 
sur le plan de sa base. 

II. L'aire de la projection sur la base d'un cône droit d'une 
£gure trarée arbitrairement sur la surface du cône est e'gale 
à l'aire môme de cette figure , multlplice par le sinus tabulaire 
de l'angle générateur du cône'. 

III. Plus généralemen,t , l'aire de la projection sur un plan fixe 
d'une ligure tracée arbitrairement sur la surface développable en- 
veloppe de l'espace parcouru par un plan mobile qui fait un angle 
constant avec le plan fixe , est égale à l'aire de cette figure même 
multipliée par le cosinus tabulaire de cet angle constant. 

La Fère , lâ octobre 1822; 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Extension eé démonstration nouvelle du théorème de 
M. de SrAtxviLLE , présentée à la page 229 du IX^ 
volume du présent recueil ; 

Par M. Gergonne^ 



Xj'importANCE du beau thëorème démontre par M. de Stainvillc ai 
la page 229 du IX.* volume do ce recueil peut en faire désirer 
une démonstratioQ sinon plus simple , du moins qui exige assez: 
peu d'écriture pour pouvoir non seulement éiie inlroduîie dans- 
les traités élëmeniaircs, mais encore être présentée dans une leron 
publique , sur un tableau d'une médiocre étendue. On peut reroarqucf 
en efFot que, puisque l'un des principaux avantages de la langue 
algébrique sur U langue vulijaire consiste dans ta brièveté de ses 
notations, une dcmonslration écrite dans cette langue doit être 
d'autant plus claire et plus facile à suivre qn'elle est e:ipr[mcR en 
termes plus concis. 

En nous occupant des moyens de parvenir à ce but, relativement 
an théorème dont il s'agit, nous sommes tombés sur un lbéorè>ne 
un peu plus général qui se démontre avec la plus grande faclllié , 
ei duqiiel l'autre se déduit ensuite immédiatement. C'est \ expo«er 
le résultat de nos recberthes suc ce sujet que nous destinons le 
présent article. 

Soit une série 

dans laquelle nous supposons le premier terme f^ (a) une fonction 
tout à- fait arbitraire de a et de taat d'aulrei cyiantiufs diUëreiUes 
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Je s qiiîon voudra, et oà toos tes autres coefficiens S8 trooTcnt 
dclinîs par l'éc^ualion 

«<';='>f,-.c^+*) , (a) 

de telle sorte qu'en changeant, daas le fîoefHcîenl de l'un «quelconque 
de ses termes a en u-fi. et mullipUant ensuite le réstillat par a , 
on obtient te coefHcîent du terme qui suit itnmc'dîatcmeni. 

Si, dans celte série, nous changeons simplement a en ^ nous 
aurons celte autre série 

F(i;=f.;iHf.(J). j, +r.W.^ +r,(J).^ +f,^i) . ^ +.... (3) 

dans laquelle f^ {h) ne différera de la fonction arbitraire fo((3) qu'en ce 
que a y sera changé en i , et où les coeiEcîens des autres termes 
se trouveront dt'Bnis par l'ëquaiîon 

de sorte qu'en changeant, dans le coelTicienl de l'un quelconque 
des termes, i en è-\-k et multipliant ensuite le résultai par è, ott 
obtiendra le coeCHcienl du terme qui suit immédiatement. 

Si l'on fait le produit de ces deux séries , on pourra l'ordonncf 

par rapporta —, — , , — , et les coefKciens de ses diffë- 

rens termes seront des fondions de aet è, de sorte qu'on pourra écrire 

F(<73.F(i)=f„(«,^) + f,(fl, i)^ + Ç,(<,,*)^+,,(fl,3)^ +...; (5) 

série daos laquelle on aura évidemment 

♦o(«.*)=foCû).f.(i> (6) 

Or ce que nous noos proposons de démontrer , c'est que les coefficiens 
de tous les autres termes de cette série seront définis par l'équation 

c'est-i-dire, en d'autres termes, que, si dans le coefficient de l'un 
quiconque des termea , on change d'abord a en «+A en multipliant 
le résultat par a, puis à en i+A en noliipliant le insultât par ^, 
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U somme des deux produits sera le coeiEcient du terme qui shîti« 

immédialemenl. 

Four y parreair, faisons d'abord les premiei^ termes du produit 
cfFectifs de nos deux séries ; nous trouverons ainsi 



F(4F(i)=f.(a) f.(*)-l-f,(^)f,Ci) 

.+f.Wf.(») 



-+f.(,.)f.(i) 



... (8) 



+r.Wf.W 

il est facile de s'assurer que la loi annoncée à lieu dans ces premier» 
termes ; en efîet , li nous exécutons les opc'raitons qu'elle prescrit 
sur son premier terme, nous aurons pour résultai 

mais , par les définitions (2 cl 4) t o" a 

donc cette quantité revient à 

qui est bien , en effet, le coeificient du second terme.. 

Si l'on fiiit les mêmes opdraiioos sur ce cocilicient , le résultat serai 

o[f,>fi\f.'.i;+f.>+*;f.(*JH*[f.Wf.(4+*)+f.Wf.(*+i)]i. 

mais , par les définilions (2 et 4) 
substituant donc et rcduisant , il viendra 

f.Wf.{*)+=f.wf.»;+foWf.w.. 

qui est bien, en effet , le coefficient du troisième terme.- 

Nous étant ainsi assures de la rérité de cette loi pour tes premier» 
termes, du développement du produit de nos deux séries , ÎI ne nous 
reste plus qu'à démontier qu'elle a lieu, pour deux termes consécuiifs 



quelconque». Prenons ceux qui sont affecta» de -et 

«si ai^é de voir que ces deux tennes sont 



il 



f,.. 
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— f.-.'-î-f.W 






opérant sur le premier de ces deux termes eomme nous TaTons fait cî- 
dessiu, nous aurons , pour résultat 



+ 


f-WW*) 


4- 


7f.-.W-f.(») 


H-f 


^ f.-W.r^*) 


+ . 




+ î- 


~ f.W.f^.W 


+ 


7 f.W.f._,(i) 


+ 


f.W-f/*; 



17Î 



f.-.(»+*).f.(*) 



n— I n^a , 



+ . }+» 

Ton. XHi 



+ ^r,..(.).f.(H-*) 



i+. 



38 
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mais, en rerlu d» nos dëfîoîtloas (2 et 4)t on a 



i>f,;a+*)=f.» , 

substituant doue , U viendra 

<' + 



observant alors que 



*f„-,(i+i)=f,-,f«) , 

f.-.W.r.;*) 

,+ : . . . . 
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1 ■ II— r n— i n—i ; 



a,ï 



et réduisant , il viendra 






+ 7— f.W-r.-.'*;. 
+ -f,W.f„,(*) ,■ 

qui est prëcisémcnt le coefficient d<o — - ; noire loi est donc générale. 

Il 5era donc facile, dans tous les cas , de dëteriniaer le produit 
cle nos deux sërïcs, sans exécuter la multiplication, puisqu'on con- 
naît le premier terme foC^y-^vC^) ^^ ^^ produit , et gu'oa sait 'en., 
déduire un terme quelconque de celui qui le prdcède iminèdiateiuept. , 

Supposons , par exemple , que les deux fonctions semblables 
fg(â) , fa(3) soient l'une et l'autre égales 4 l'unité ; d'après les dé- 
finitions (2 et 4) t ^^ ^^ obser?ant que 1 resté toujours !t , soit 
qu'on change a en.a+& ou b eu b-^k , il est clair que nns deux 
sëries deviendront . . ■■ 

FW=.+a.ï-+o;<.+*)-^+a(.+«)(o+ai)|+-'-. (9) 
F(Jî = i+> \ +*(}+*) ^ +«(i+*)(i+ai) ^ +.., , ' (,.0) -, 
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puis donc qu'alors le premier terme de leur produit est j, oo aara ^ 
suivant la déCiaifXea (•}) que nous avons démontrée ^re une suite 

odcessaire des déÊoîtions (a el 4) , 

H-Ca+J)Cfl+*+AXa+i4-aA) ~ +.... 

on voit que ces premiers termes ne sont autre chose que le* termes 
correspondans de l'une ou l'autre des deux séries multipliées, dans 
lesquels on aurait changé a ou ^ en a+b. Or il est aisé de voir 
que cette loi s'étendra à tonte la série, quelque loin qu'on la pro- 
longe ; car, si l'on suppose que le coefficient de soit sou- 
mis k la loi dont il sagït , ce cociBcient devra être 

celui de — devra donc être (7) 

c*e»t-à-dire 

c'est-k>dirfe , tel que Texlge celte loi , qui se trouve ainsi géoérale- 
mem démontrée : on aura dotic, d'après cela , 

c'esfc-à-dîre-, qoe le produit des deux séries {9 et to) est une série 
qui Dc diiTèro. de l'uttc bu. de l'aatre qu'en ce qoe « ou j s'y 
irouv* changé en a-^è i et c'est précisément en cela que consiste 
le théorème de 31. de Stainrille. , 

FToUs [envoyons ÏTehdroit cité ainsi qu'il la page 361 du même 
volume f pour les nombreuses et importâmes conséquences du même 
thsorème.' ■ 
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; ARITHMETIQUE. 

Ifole sur la multiplication et la division numériques ; 
Par M. QuËRRBT , chef d'institution à St-Malo. 

JuA mDltiplîcation n'est, comme on sait , que le rë«ullat d'un* 
'•dditîoD dans laquelle le mulliplîcaade doîl entrer autant à« £oit 
^l'it 7 ■ d'uDÎlés dans le multîpticaleur. 

Mais «a exécutant fa roulli)ilical'ion de cette manière, on s«rail ' 
saoTeot entraîné dans des calculs non niplas rebutans par l'espaqs 
qu'ils occuperaient que par leur longueur; puisque , pour en obtenir 
te résultat, il faudrait faire la somme d'autant do nombres qu'il J 
aurait d'uoités dans le multiplicateur. . . 

Mais on peut aisément s'y prendre de manière qu'on n'ait qu'anianl 
de nombres b ajouter qu'il jr a d'unités dans la somme des chifllrca 
du multiplicateur ' 

Soit, par «temple, le nombre ^S^SàauliipUer par 357; oDopénn 
comme on te Toît ici , . . 

75^300 
754300 
75430 
75430 
7'543o 
75430 
7543a 

7543 
7543 
7543 
7543 

?543 
7543 
7543 
'roduit. . i( 
Tm. Xm , ,.' ~ 
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09 vOÎt tpit le premier d» nombres ajooiés est le nniltïpl'ietadi 
pris cent fois, et que ce nombre est repété deux fuis ; chacun dei 
cinq qui suivent est égnl k dix fois le muliiplicande ; en6n cbacua 
des sept derniers est ce multiplicande lui-même ; d'où l'on foi I que 
le mulli plicande cnire 35^ fois dans la somme , qui est conséquemment 
le résultat cherché. 

Si l'on voulait se permettre de combiner ensemble l'addition el 
la soustralion , on pourrait toujours s'arranger de manière à D'avoir 
pu ï opérer sur une plus grande muhiiude des nombres que b 
quintuple du nombre des cLîiTres du multiplicateur. 

Par exemple , dans le mnliiplicateur 357 , le dernier chiffre 7 
■st la même chose que 10 — 3;d*nù il résulte que ce multiplicateur 
esC la mfme chose que 360— 3. Mais les six dixaines pouvant à 
leur toor être rcaiplacces par 100— 40 ; ce muliipiicatcur reviendra 
ffocore à 3oo — J^o—Z,ee qui conduira i l'opération luivaota 

754300 75430 

754300 75430 

754300 75430 

„ 75430 

"^"9~ 7543 
334349 



Produit . 1938551 



On voU qoe nous avons pr'is le multrplicande d'une part trois 
cent fois et de l'autre quarante- trois fois ; en retranchant ' dons, 
la seconds somme de la première , le reste doit contenir le mul- 
tiplicande pria un nombre de fois exprimé par 3oov-43 c'esl-i-diie 
067 fois; ce reste doit dooe être le produit cherché. 

ËO ODOsidérant l'opératioD sous sa première forme , on toU claire- 
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ment ce que les procédés ordinaires ajoutent an ndlre ; ils font 
trouTer immcdiatement lés ftommcs partielles de nombres égaux qat 
doÎTCnt entrer dans le produit total. 

Bien que la dÏTÎsion paisse, en géne'ral, avoir deux objets essentielle- 
nenl distincts» il est connu que, lorsqu'on Texëcule sur des nombres, 
il est permis, dans la pratique , de la considérer comme ayant cons- 
tamoient pour bnt de déterminer combien de fois le diridenda 
contient le diriseur. 

Le procède qui s'ofTre donc le premier à la pensée poar exécnter 
celte opération , est de rctrancberle diviseur du dividende autant 
de fois qu'on le pourra et de compter les soustractions dont U 
nombre sera le quotient cherché. - 

.Mais celte manière de procéder serait également rebutante ei 
par sa longueur et par le terrain qu'elle occuperait, puisqu'elle cxîgerail 
Autant de soustractions que le quotient, qui pourrait souvent étr« 
fort grand , devrait avoir d'unïléf. 

Mais on peut s'y prendre de manière & n'avoir & faire qn'aulant 
de soustratîoos seulement qu'il doit y avoir d'unités dans la somme 
des cbilFres du quotient; et W né s'agit pour cela que de retrancher 
successivement du dividende les plus grands des multiples da 
diviseur qu'oa sait déterminer sans calcul, c'est-k-dire, le diviseur 
•uivï du plus grand nombre possible de zéros. 

Qu'on ait par exemple à diviser igSSâSi par 7543 » on opérer» 
! 00 te voit ici 
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igJSSSl 
754300 

I 184251 

^54^00 

75430 

354521 
75430 , 

75430 

!iti3B6i 
75430 . 

138331 
75430 

SaSoi 
7543 

453S8 
7543 

37713 
7543 

30173 

33639 
7543 

i$o86 
7543^ 

7S4J 
7543 



357 
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On voit qne cent fois te diviseur a iié retranché denx fa!a> «us 
dût fois le dÎTiseur a été retranc^ii cioq fols, et qu'enfin ce dÎTlseur 
lui-même « ^té retranché sept fois ; nous avons donc retrancha 
dn dividende 357 fois le diviseur; puis donc qoe la dernière sonslraction : 
n'a point laissé de reste . ïl s'ensuit que 257 est exactement 1« 
quotient. 

On voit aistimont que ce procédé est Buscepiîhte de quelqnea 
aimplifîciiilons ; qu'il est iniiiilc d'écrire <)ci zéros à la droite des 
milliplcs du diviseur qu'on veut rciiancher du dividende > pdurvn 
qu'on leur fasse occuper un rang ronvcnaljle; ei qu'au lieu d'écrire 
à la droite de ch.-i(|uc reste les chi/Tres de la droite du dividende 
qui n'auront pas été ciiiployéi dans les soustractions , on peut ne 
les dt'SL'cii^re qu'à mesure <ju'ils seront nticcssaîrcs pour rendre ce$ 
i^^ratioiis possibles , en oyanl soin, toutes les fois que l'ahaîssemenl 
d'un seul de ces chîiTres ne suiHra pas, d'écrire un zéro au quotient , 
«vanl d'abaisser le suivant. 

Si l'on pouvait prévoir à l'arance combien de fois on pourra 
retrancher du dividende un même multiple du diviseur, on pourrait 
en retrancher de suite ce même multiple pris le même nombre de foisi' 
Or c'est une chose que l'on peut toujours découvrir par une opération 
k part qui consistera à ajouter ce multiple continuellement i lui- 
même autant de fois qu'on le pourra sans excéder soit le dividende , 
•i l'ope'ration commence, soit le reste précédemment obtenu si elle 
CBl déjà commencée. De celte manière on n'aura li faire qu'autant 
de soustractions que te quotient doit avoir dechiH'res, et toutes les' 
autres opérations seront de simples additions. 

Tout t'avantage du procédé ordinaire sur celui-ci est de faire 
trouver plus promptement les sommes de ces diverses additions. 

U nous parait qu'en présentant les méthodes de multiplication et 
de division numériques k peu près comme nous venons do le faire , 
le mécanisme en deviendrait intelligible pour les jeunes-geos même 
le moins pourviu d'iotelligcoce^ et que sor-lout l'esprit qui a préùdtf 
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i rinrenlton de ces procèdes serait Lien mis à décoarert^ On na 
demandcraU plus alors, en particulier , pourquoi U division commenM' 
par la gauche. 



ALGEBRE ELEMENTAIRE. 

Recherche du nombre des termes d'un polynôme complet j 
dun de£ré (quelconque, composa d'un nombre de 
lettres aussi guelconcfue j 

Par M. G E R G o H H £. 



J'AI donné, ^ la page ii5 du IV* volume de ce recueil , d'aprèt 
M. G. Former, un procède fort simple, pour parTcnir à la lor- 
inule générale qui dunne le nombre des termes d'un polynôme com- 
plet d'un degré quelconque , composé d'un nombre de lettres auuî 
quelconque. En revenant do nouveau sur ce sujet , je me sois 
•perçu que la rechercbc dont il s'agit pouvait être présentée soua 
nne. forme plus régulière, et par conscifucnt plus simple, et c'est 
ï la reproduire sous cette nouvelle forme que je dcsiioe l'ariîclo 
que l'on va lire. 

Soit un polynôme complet du m.*"' degré compose des lettres 
a, b, c,M..., au nombre de n. En supposant tous les cocfEciens 
positif et égaux à l'unité, il devra d'abord renfermer le terme i. 
So'.eni eniuile P, l'ensemble de ses termes d'une seule di* 
mcnsion , P^ l'ensemble de ses terme» Je deux dimensions, 
et ainsi de suite , P^ l'ensemble de ses termes ,de k dimensions, 
/'m-i l'ensemble do ses termes de m — i dimensions , et enfia 
P^ l'ensemble de ses termes de m dimensions , ce polynôme fera 
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doDt il s'agit d'assigner le nombre des termes. 
- Genomlire- étant évidemment d*itermiiié, dès que J» et a totkl 
connus , ne saurait être qu'une, fonction de ces deax noœbrcs.i 
fonction encore inconnue, que nous pouvons designer par t'^m^n) 
Tout se réduit donc i assigner la (orme de la fonction désigné* par f, .' 
Soient multipliés 

I/snsemble des termes P^ par d^-l- J'^+f *+••••• oq ni 
L'ensemble des termes Pm. i par a +3 +e -4*— • » 

L'ensemble des termes P^ par a*"' *+i""'+tf"' "*■+•-,.. , 

-L'ensemble de» terme» P, par a*"'+f?**+«""*+^^ ,. 

L'ensemble de» terme» P, par o""*+*""'+**'*+.— t 

Et enfin le terme i par a" '-4-3* -f-ff +■■«.; ' 

et soit prise» sans fnîre de rcductîoos, la somme des dl/Fe'reos pro- 
duits , que nous désignerons par 5. 

Gomme chacun des termes du poljrnome (i) anra été muliiplid 
par un polynôme de n termes , ît s'ensuit que S aura n ; foi» 
autant do termes que (i),at qu'ainsi le nombre des termes de 5, 
avant toutes réductions # «era exprimé par 
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De plus , dans chaque muU'ipticalion , le multiplicande et le mul- 
tiplicateur étant homogènes , et la somme de leurs dimensions élanl 
constamment égale k m , m sera aussi le nombre des dîmensionc 
des difFùrens produits , et par suite de leur somme S qnt sera 
ainsi uA polynôme homogène de m àimenslons , formé avec Icsn 

lettres a ,b tC 

Or il est aisé de voir que , non seulement le polynôme S rer 
fermera tous les termes de m dimensions que l'on peut former 

avec les n lettres a,ù,c ; mais ^ue de plus ch-ivun de.ces 

termes s'y trouvera rcpcté m-^n fols; car soit un de ces terme* 

■rec la condition •■{-^•(-ï'^' =« , on l'aura obtenu en multipliant* 

aavoir . 

a* par ^**'..« , i* par a*f^ e^ par a*h* ...., ... 

«•" par fli** *■.... , ^''' par o'h'".... , c*'* par «"iV..,, .* 



a* par ë*~*b £*.,.., ** par a*b^"*c\.,, t' par a%*c^'".^f ».. 
a pat à^'b^c^-^, b par û'b^'^e^»..., c par «■^'e»*"*...., —^ 
«• par a* b^c^..,., b* par a*b^ c^...,y.e* par oH^t^ ....,.«.. 
on l'aura donc obtenu on nombre de fois exprimé par 

comme nous l'aviona annoncé; 

Ainsi la somme S sera , après les rédactions faîtes , do polynôme 
homogène complet de m drmensioos , formé arec les a lettres 
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a, 5,r, *.... eldont tous les termes scroni {ttrtciâsdacoclfipientffl-l-a } 
de sorte qu'on aura 

S' ^tant un pareil polynôme dan» lequel tous les coeflncîens sont 
^ganx Jk l'unilé. D'i>ù l'on voit qn'arspl les rcduclions S devail 
avoir m+it fois auinnt do termes que S'. 

Présentement si , dans 5', on Tait une des Icltres 0,2, f,...»; 
a , par exemple (^gnle \ l'unité', le nombre de ses trrmes n'en tçra 
pas changé ; mais il deviendra alors évidemment un polynôme com- 
plet du m°". degré, forme des n — i lettres b\ c, d , dont la 

nombre des termes devra cire exprimé par t{m , n — i); dont tel 
était aussi le nombre des termes de S' avant d'avoir lait a^\\ 
- d'où îl suit qu'avant toutes réductions le nombre des termes ' de '5 
devait être 

(m+n).*;m, n — i). 

puis donc que nous venons de trouver , tout à l'heare , que le nom- 
bre de ces termes devait £tre 

il s'ensuit qu'on doit avoir 

n.«(in , n) =(m+n).^'vn , n— i). (a) 

Si l'on considère pré3?ntemcnt que cette dernière équation doit 
•voir lieu quel r|uo soU le nombre entier n, en observant que, 
d'après la n.Tture de la fondion f , on doit avoir f(/n, i)=7n-f l, 
on pourra écrire celle suite d'équaiions 

n pim^n )=[m-hn ).p'm,ri—i), 

(n— » ).Plm , n — 1)=: (m+n— ^'•♦('n , n—z) , 
Tom, XUr. ^o 
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(n— 2).f(m,n— 3)=(m+n-2;.*(m,n— 3), 



3.#(JB» 3;=(ni+3).f(OT , i) , 

en -les nniltipiiant donc membre & membre , lopprimsiit les factnni 
communs dans l'equiiioa rcsuUanlo et cétolvaiit «ofia cettt iffDk^ 
tion par rapport k f(m,it) on aura 

, >_ jw+i m+a wi+I w-l-ii _ (iw4^t)| 

'" I a 3 » "" iniAi ' '^^ 

telle est la formule ge'ntfralc cberchée. 
On conclut évidemment de U 

^ */ \ -/ \ "+' "+' "^^ •"+* //v 

ffOT,n)=fCn,m)=-;^ -_ , (0 

•n peut donc cboisir, entre ces deux formules, celle qui se com- 
pose d'iin moindre nombre de facteurs. Il rësullc aussi de. leor 
^quîraleaco çu'il y a autant de termes dans un polynôme complet 
du D°" degré formé a?ee m lettres qu'il y en a dans un polynôme 
complet du m"** degré formé apee n lettres. C'est ainsi , par exem- 
pte , que l'équaiioa complète du 3.* degré à deux Tariables et l'é- 
quation complète du »* degré â trois variable» ont paiement di» 
tenoes. 
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Si dans le pol^nomo (i*) on suppose tf = i , le nombre ctc ses 
termes ne changera pas, et sera toujours f(i», n) ; mais alors les 
polynonies P„ , Pm~i » •—•Pk' —»Pg , Pi deviendront des polynomea 
complets des degrés marques par leurs indices respectives forma 
des n — I lettres restantes' b yC^d^ *.**.; le nombre des' termes de 
chacun d'eux- pourra donc être reprcsénlé par p{m, n — i), 
»(/»— i,n— i), .....f^, n — i), »^.*Ca ,n— ,i), f (t , r— i )• de sort» 
-qu'on doit avoir 

«a cfaaogesni m en m— t , on aura^paVeillemeot 

Ci quj donne, civ retranchant, 

f (n , n)<~f(jn— 1 , A)^^ffi » n— s^ 
«■ «n transposant 

Torainlf qui Justifie la eonstraction da IrUngl* .«ritbai^tt^i» d« 
Jaacal. 

La formule (4) donne successircmenl 
♦;»»«— 0=7 * 






y Google 



2M NOMBRES DES TERMES DES FOLYSOMES. 

^ ' ' I a 3 • 



. n n+i n+a 



•obstitu&Dt ces valeurs dans l'équatton (5) et mettant dau MB 
preàiîer membre -pour f.jn,n) s» valeor (^)» on «vra : * ' 



r*-7 

n n+i 
■ a 



» n4-^ «+» w+w 



_ «4^1 n+% II+3 «4-4 »t4* 

"l'a "1 4~*" » -^ 



fdrmute mile pour optrer des rtfductioas dans diret* ràoltati 
algébriques, 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Solution du problème de dynamique énonce à. /a po^ff 
180 dû présent volume ; . -, 

Par M. Thomas de St-Laureht , liei,iten^Dt*aid«i r majot 

du ç.oi'ps royal d'état-inajor au 7."'^ régiment d'ar-liUerie 

. à pied j et M. Cu. Sturm , de Gepève* Ç) .. -, 



P MBtÈME. Un chien t qui sâ^ trotta en wipbint àonni àèFim 
des bords dun c^nal rtciUigne dune - largeur constante * àpè^epàai , 
en un point donné det'autre bord ,':soa' -meitre ^t mèrèie i^^^diS 
de ce bord t mec ane fitesse eonstoate , oe jette- à. la- lùrge pour 
ie /'oindre. En nageant, il se dirige icoàstamment vers son-màUre^ 
o»et un effort toy jours constant ; mais le cotfrar^t de Teau , en Fentrat' 
nant , le déiourae sans cesse^ et avse wt, e^ùtt également constant , 
delà direction qu'il veut prendre ', on demaifde , daptt:èt.ees. diffrset 
e^eonstûncps, ^ quelU. cqiffbe ^a chien décrira iur la surface d» 
feaul .... 

Solution. Pour rendro plus facile le rapprochcmeot, entre Ifisfor-^ 
mules auxquelles nous allons parvenir et celles qui ont été obtenues 

^ . - ' ^■^. 

(*) Nout contoncloas dans une rédaction commane lei deux tolntioDi ^î nt 
tffE^Kftt «ni^ ^k* qaa pac ^M-JUiancft Ifè4>%ïcei. ,^ - , <- 
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k la pa!;e t45 ^" préïcril volume, nous prendrons pour axes det 
Y lé bord du canal parcouru par te tn;iitre ,'cii supposuul (pt'it uiarclt* 
dans le sens des y- positives , ci que le can^tl est à sa droite , oa 
du câté (|as « 'posiiives , et nous prendrons pour ase dvs x uns 
perpendiculaire â celui des y (|ue nous laissons d'aburd iiidvleruiinée^ 
et dont . nous nous réservons de 6\cr uIlci'ieureitK'nt la sîiuaiioo 
de- DKim^rc & rendre nos résultats les plus aîniptcs po^isihtcs. 
Cela posé, soiciir 

1.** g Le nombre d*unitéj do longueur que parcourt le maître I 
.ëh'àqiie unité de temps to long Av l'axe des y. 
''b.'A' fe notn'iro d'unités de longiicur que le cours ^c l'ea» 
ferait parcourir •'aiT chien, à cliaquc uttité de teii>ps, s'il s'y abandon- 
nait cniièrcoient , sans faire le moindre effort soit pour accélérer 
ou retarder la vitesse qn'iten rrçcrit» soit pour en chanjjer la 
idirection;A étant d'ailleurs positive ou négative, suivant que l'eau 
■y^yufl dans le sem de la ptarcbe du maître ou en «en* ceotrati^. 
%^** Enfin. A' le nombre d'>uiiiic'9 de langiicur que psrcourraii îï 
^aJ|aJi vaiU de temps , suivant une direction rectiligne, le chion 
iMg«ant dans^une^ eau elitgaïaie , .«n faisant tarta .cesse un cAôrl 
^Ipl 4 celui qa'il cmpluie-i poursuivre ¥on maître* 

Soient, au bout d'un temps /, compté d'une époque arbitraire., 
Jc' cty' les coordonnées du chieti , & cet instant son maître se trouveiV 
sur Taxe des y^ \ une distance de l'origine exprimée par B-\-gl , 
S étant une 'longueur arbitraire dépendant de l'épcique où le temps 
$ est supposé commencer. La droite joignant lé cbîea & son miltra 
•tira alors .potrr équation 

î::^- >->' -(,> - . 

«• y—u-s' 

é'oi II >all qus cclu ' draile Fcn ïrns' lei <xei ta • <l 4e« / 
is% angles dtiot'kï cosinus respectifs seront 
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en conit^quencc , les composantes de la vitesse è <1ii chien sutxant 
Mite droite, dans le sens des s et des y, seront respecliremeat 



^ xn+iy-u-ef 



v'^'+tr— *—»')" 



mais , tandis que la première de ces composantes existera seule , 
la aeconde derra être augmentée de la vitesse A que le courant 
Imprime au chien. En considérant donc que la première -dé ces 
composantes, d'après nos conventions.' tend constamment^ dimiauier 
la coordonnée s' i que la portion A de la seconde tend à augmenter 
la coordonnée y*, et que l'autre partie de cette dernière est dans 
le même sens qu'elle eu en sons contraire, auivant que S-{-gt est 
plus grand ou plus petit que y^ ; nous aurons, par les prÎDcipea 
•oilDDa, et en supprimant le« acccns désormais inutiles 






/,.+(j,_B_g,j. 



" v'^-Kj-l-rf')' 



(•) 



Telles «ont donc lesëqualtODS dlilîîrciitïelles au mouvement ia cliten, 
desquelles» par coostfqueot, nous devrons déduire tontes lu circons-> 
lances de la solution du probicme. 
Pour inlégrer ces éqaaiions , posons 

y— B-*(3=jTang.z , (S) 

l'ugle^ ëunt une nouvelle Tarisble: les ëqaaUons (a) deviendront ttiisi 

- ^-iCou j ^ =A-iSii« ; (4) 

«fiffi^entunt ennîte l'^iMâoii (3) elle derUadr» 
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melOnt dans la diTitlërc pour -- cl — les valeurs données par 

les équaiions (4), rédui'.jtni ci posani . pour nbrrgcr, g—h=ttk, 
on aura 

(6) 



w^tiai^t encore dans rcUe-cî , pour — , sa voleur doniice par 
la prooiUre àes écjuaiions (4; , clic deviendra 

n— =Cos..-.d.lansz=p===T , (7) 

équatîoD sc|)arcê , dont l'intcgrolc est 

«W (7) =Log.(Tang.z+v'»+l'-n6.'x) , 
611 bien 

(7j=Tang.z+v/i+T«Ms..; ; (8) , 

ji dlaot une constante arliitraîre. 

Pour délermincr celte con^laiile , statuons Ii la fols sur la silualioa 
de l'axe des s , que jusqu'Ici nous avons laissée indcicrminije ainsi 
que sur l'origine des temps que nous avons cgalemcnt laissée arbî- 
■ (rairi; et pour le faire de Ib manière la pIu».-propre à simplîfîsr 
nos rdsuUnts, remarquons que , bien que , par l'énoncé du problème , 
la lar{;cUr du canal soit déterminée , celte largeur néanmoins n'entre 
aucunement dans nos formules; de sorte qu'il nous est permis d« 
la supposer iadédoic d.ii tiùtc d'où pvt le cfaïen ,. et d'admettH 

que, 
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qne ; ponnuWant son mailre , il nagt depuis -uir temp# îllimitc ; 
auquel cas on pourra eoncevoir uae certaïQe ^por|ue qù< la droite 
qui le jnînt à son mailre deviendra ou aura été perpendiculaire au 
bord du catul parcouru par celuUci , c'est-à-dire à l'axe des y,' 
Prenons donc cette époque pour origine des temps-, supposons qu'alors' 
la dîsUnce du cliien k son roattre soil a , celle longuetir se con-. 
fondra avec l'axe des jr-, el 11 est d'abord clair que, pour t—o ,' la distance 
du mailre à l'origine devra* élre nulle : puis dono qae celte distance 
est, en général £+gt , on devra aroir B^O; donc, en vertu de 
l'équalioo (3]'oa aura eau! «lors làng, <=:o; d'après quoi l'équa* 
lion (8) détiendra ^ .. :■: i 



(i> 



d'oâ J^a } 

on aura donc , quel que soit s ^ , 

(7 y=Tang^+v/ ,+t;.g:v . (9) 

En faisant évsnouir le radical du second membre ds c«tt« cqua>, 
tioD| CD en tire 



..QHil. 



J'oi 






Pour parvenir préseutement i, T^qualion di/Férentielle de la Ira- 
jectuire , élïminoDS d'abord ât entre les équaùoDS ('4) ; t}. TÎendçjt, 
ainsi 

iy itSin'j— i é \ ' 

ai ~_ AC«».e ' . '""'^ " 

OU , en y meitaot pont sin. * et c«3. z les yaleiirs de'tenuin^es cî-; 

dessus 

Ton. Xm. 4^ 
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Valeur qui devient également nulle, soit que s soU nul ou qu'il 
t'oit infini. 

Si l'on yeul aToir la vitesse qui répond à une valeur quelconque 
Âe s, en représentant cette vitesse par p et prenant la sommes 
des quarrés de» équations (4}i il viendra 

'■=(^')'+(-|)"=*'-'**«"-^*"' 

pjn ta mettant pour sin. z sa valeur (ii) 

Si,.>uivant l'usage, nous posons, pour abréger, •^=J^>^~9i 
la fdrmule (i3) donnera 

on aura ensuite , par la formule (12), 

en désignant donc ]nr r le rayon vecteur , on trouver* 
ou , en mettant pour f sa valeur ^-^ 



y Google 



SESOLUES: agj 



'"'^-K'zT'-^^^^^îyimKii'i 



(■7) 



On aura encore, d'après la formule, (i6) en d^igoant par s I» 
longueur de l'axe de courbe 



eu, en mettant ponr f et cos. z lears valeurs 

^nation qo'il faudrait iuégiier pour obtenir la Talenr de s. 

Pour obtenir l'équation de la courbe, il faut int<!grer l'ë^q^oii 
(i3),ce qui donne 

£a se rappelant qu'à y=o doit répondre »=*, il :rieBdrft ■ "• 

y, »(>-» t+») 

i'oi, en retranchant 

v-„-+riCO -'r.-=i;i(;) -'!• (-s) 

Vaut-on aToir le temps en fonction Aï l'alMciase , il ne- s'agira-, 
pour cola , ^oe de aubsùtoer pour Coa,« , dan» la piemiire. des ^ua-, 
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lions (4^, M valeur donnée pir la dernière d« formules (ii). Il 

viendra ainsi 

!te qui donnera, en ÎDtétjrant, 

En se rappelmt d'âilloors qu'à <=»o doit répoadre »=«l ; il Tienilrt 

-Ht. -.-il' 

d'oil, en retnacbaot 

Pes formules (ig* ao) on lire 

on , en M wpp'lan* î" g—hxxak 

maïs la distance du chien ^ son maître a généralement pour expression 

,«i y sttbstîluanf doric ^«r r—^' la râleur que nons y^sitona 
^'obteiû)r,.«ettc-(lUtiA«e deviendra, toutes Eéducûdw p^Ut 
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»9t 



iiCTr+uri' (-0 



formule qui, ne pourra derenir nulle en même femps que « 
qu'autant que n se trouvera compris entre 4*1 et — i* 

Si l'on suppose l'eau stagnante , ÎI faudra faire h^so , et con- 
t^quemmcnt g-—nk , dans toutes les formules que nous Tenons 
d'obtenir , lesquelles de^icadroot ainsi exaelèmcnt celles qui répon- . 
dent au problème traiti: à la page i^S du présent volume. Gs 
problème n'est , eo eiîet , qu'un cas particulier de celui<ci. 

L'équation (19) de la courbe ft«ut être écrite ainsi 

êi donc on transporte l'origine sur l'axe des y , à ane dlslaoc* 
• -r au-dessous de l'unaine primitive , en posant 

}*ëquatioii de la courbe deviendra 

fï'-h", ('« 

)Ba construisant donc, pour le nonveaa système d'axes, les deux 
courbes exprimées par le." (équations (23) ; les ordonnées de la courbe 
cherchée seront les sommes d'ordonnées correspondantes de ce« 
dcux.l^. 

Ilesi aisé de voir que, tant q<ie «est un nombre positif plusgrand que 
l*unlié,.1a première de ces courbes est parabolique et l'autre hyperbo- 
lique. Si n, positif ou négatif, a une valeur absolue moindre que l'unilé, 
les deux courbes sont paraboliqu^. SI enfin n négatif a une valeur 
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absolue plus grande que l'unitë , c'est la prcmièro des deux eourbei 

gui est hvperljoH<jue, tandb que U seconde est parabolique. 

Mais il est un cas particulier qui rend illusoire une partie des 
formules auxquelles nous' venons de parvenir , k raison du déno- 
minateur n — I qui aifecte leurs termes: c'est celui oà le maître, marchant 
dans le sens du courant , a sur ce courant un excis de ritesse pré- 
cisément égal i la vitesse que son cbicn pourrait se donner en nageant 
dans une eau tranquille. On a alors , en eJTet , g — ^^k , d'où n=s i , 
ce qui rend infinis les termes affectés du dénominateur n — i. Cher- 
chons donc, en particulier, les formules qui conviennent à ce cas; 
ou plutôt des formules qui remplacent tes formules (19, ao]* let 
feules qui présentent cette circonstance. 

Paos le cas dont il «agit, f équation (i3) devieat simplement 

d» "" afc a ak m * 

•e qui donne, en inlé^nt 

tnais, parce que ss:a dut répondre i y—o^ on aura 

E= — 1 

» ak ' 

d'o&, en retranchant, 
Dant le a£me cas , l'équation 
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IronWe ci-dessus, se réduit à 

13. *■** t •** 
_»id/=-_ + _, ; 

âoat fintégrale est 

^_..,= i|(i7_L»,(5y|, 

ea obserrant eoeore ici qae jrs« et /=so doirent a* eorrespondtf 
on aura 

« 
d'oA en relrancliant 

£a écrivant rëqtiation (25) comme il suit 

on Toit(]ae5i,ay«nt transporté l'originï car l'axe des y, i une dittaDCe 

(*-*)• . . 

■ ,, an dcssoua de sa position primitive , on fait 

»"- -4*-(v; ' '^'= -44- I-°S-(t) s ('7J 
on aura 

r=y'+y" i 
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de sorie qu'en constpuïsant , par riiiip^ri an nouveau sjrstime i'axt», 
les courbes exprimées par les équations (27). dont la première cal 
une parabole ordinaire et l'aalre une logarilhniiqne , les ordonnifea 
de la trajecloire décrite par le chien ne seront autre chose que les 
«onitnes d'ordonnées correspondantes de ces deux courbes. 

On peut remarquer que le probit-me qui vient de nous occuper 
est aussi celui des cirroostances du mouvement de la i-faatoupe d'un 
bateau qui suit le cours d'un fleuve , lorsque cette chaloupe se détache 
pour aller prendre des voyageurs qui marchent le Icng de l'un des 
bords de ce fleuve. 

Parmi les difTërens cas particuliers de ce problème , le plus or- 
dinaire , et conséquemiDent celui qui semble oflTrlr le plus d'iniër^t 
est celai de la route que suit une barque établie sur l'un des borda - 
d'un fleuve , pour transporter les voyageurs nu point directement opposa 
de l'autre bord. Dans ce cas a j'eprésente la largeur du fleuvç,lea 
temps se romptent de l'instant du départ de la l)arqi!e,et la vitesse 
g du point vers lequel on tend est nulle ; on a donc s'implcmeat 

alors n^=—-T ,*u moyen de quoi l'équation (19) de la trajecioir» 
devient 

Or, pour que la barque puisse parvenir au point vers leqtl,el elle 
tend, il faut évidemment que la trajectoire qu'elle décrit passe par 
l'origine qui est ici le bord d'arrivée ; et conséqueroment il faut 
que « et y soient nuls en même temps, ce qui exigera évidemment 
que k — A ne soient pas nrg<ilifs , c'est-à-dire que, pour qu'une barque 
qui, partant de l'un des bords d'un fleuve et tendant sans cesse 
vers le point de l'autre bord directement opposé à celui du départ , 
parvienne en ce point , il est nécessaire et il suffît que la force 
d'impulsion des lames soit au moins égale k la force d'impulsioa 
du courant. 
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Cette m^me équation prouve aussi que , si U forse d'impulsion 
des rames était nulle ou celle du courant infinie, la barque suU 
Trait simplement le cours du fleuve , parallèlement è la direction 
du bord opposé ^ celui du départ ; de sorte qu'elle n'atteindrait 
ce' bord qu'Ji une distance inGoic. Si au contraire la force d'impul- 
lion du courant était nulle ou celle des rames infinie , la barque 
parviendrai! d'un bord à l'autre dans une dircclioo rcctiligne , per- 
pendiculaire k la direction commune de ces deux bords. 

Eo difEërentianl l'ëqualion (28) et supposant toujours £> A, il vient 

Si done on représente par » l'angle que fait la direction de la 
barque au moment du départ^ où a=sû , avec celle qu'elle lend li 
prendre > on aura 

Ta„6..= — _—=--; (3o) ^. , 



comme on pouvait bien le prévoir. 

Veut- on savoir en quel point sa direction se trouvera perpen- 
diculaire au cours du fleuve ou, ce qui revient au même, parallèle 
à celle qvi joint le point de départ au point d'arnv^&i il «tiAra 

d'égaler à séro ta valeur de ^ » ce qui donnera 



— (^)^', co 



«QbslituiDt celle Tkleor duai FëquatîoB (ne) , U en nîsuhera 
Tom. XIU. ix 
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.=fiC^)--(S)^'! f-) 

Si enfin on di^signe par S l'angle que fait la direction de la barqne 
au moment d'arrlvëe ou;r = 0} avec la perpendiculaire à la direc- 
tion du courant , on aura Tang. £^«0 , ou B:s'-w,^ moins pour- 
tant qu'on ait k=sh 

Mais celle dernière hypothèse ne saurait être admise dam la pn^ 
tique, £a effet l'équatioa (28^ devient, dans ce cai 

i(4]oat>«n d'une parabole qui a pour foyer le point oi^ on veut at- 
teindre et pour paramètre Je double de la largeur du fleuve jd'oà 
l'on voit que , ai la force d'impulsion des rames n'clait que rigou- 
reusement égale it la force d'impulsion du courant , la barque 
arrircrait au dessous du ptfint déalgtié, & une distance de ce point 
égale à la moitié de la largeur du fleure 

Continuons donc de supposer A:>Â;^ ëtaot toujours nul , et cons^ 

gemment n=— -r la formule (ao) donnera alors 

-- 1 ,: 



Poor avoir donc le temps employé' Si traverser le fleure, il faudra, dant 
cette formule , faire s^o, œ qui donpera 
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iMit si l'eta jiait ilagntintp, oe taiopi serait aîmplement ^ ià'n^ 
il suit que l'excèa de temps dA k l'impulsion du courant et| 



km 



l'on voit que cet cxcèa d« tempi croîtra arec i , ainsi qnl^ 
cela doit 4tie. 
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. i ' Il ' ' I ■ --,— gg^ 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problémea de Géométrie* 

I. OuElli est la. courbe entdoppe de l'espaco parcouru par un 
des côtés d'un angle droit dont le sommet décrit une ellipie donnée , 
tandis que son autre cùlé passe constamment par le ceatre de celte 
ellipse? 

II. Deux angles e'gaux ou inégaux, donnés de grandeur, sont 
assujettis à se mouvoir sur un plan de manière que leurs sommeta 
ne quittent pas deux points fîxea donnés sur ce plan , et qu'un côté 
de l'un coupe constamment nn côté de l'autre sur une droite Indcfînie 
donnée; on demande quel est le lieu de l'iDtcrsectioo mobile dea 
deux autres côtés de ces deux angles? 

III. Quelle est , sur un plan , la ligne de cliacun des points de 1a> 
quelle menant des droites à deux pointa £zes, donnés sur ce plao, 
ces droites interceptent constamment des portions de même longueur 
d'une droite indéfinie , donnée sur ce plan ? 

ly. Quelle est dans l'espace la surface de chacun des points de la- 
quelle menant À trois points fixes des droites, considérées comme 
les trois arêtes d'un angle trièdre ; cet angle trièdre intercepte 
toujours des portioas équÎTalentcs d'un plan donoé> fixe et indéfini ? 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Xiémonstration du théorème de géométrie • énoncé à la 
page z6o du XÏI." volume de ce recueil ; 

Par M. J. B. Durbande , professeur de physique au 
collège royal de Cahors. 



l^EMHE. Si un ctrcU cotipe i^rhitraîrement les deux eétés d'un 
angl* , 1." tn contidérant les cordes interceptées comme Us cordes 
de contact de deux angles circonscrits , les côtés de l'un de ses 

' angles couperonê les côtés de l'autre en quatre points tels que , de 
quelque manière qiion en prenne deux <fui ri appartiennent point 
à un même côté , ils se trouveront en ligne droite apec le point de 
concours des deux cordes de contact ^ dett-à-dîre, avec le sommet 
de tangle donné; a." Si ton joint deux à deux Us quatre extré- 
mités des deux cordes de contact par deux systèmes de deux droites » 
les droites se couperont , dans chaque sy slème,. sur l'une des deus 
droites dont H vient détre précédemment question t et sur la droite 
qui joint les. sommets des deux angles circonscrits ;^Z.^ enfin chacun 
des deux points dinterseclîon sera le pâle de celle de ces deus 

■ mimes droites sur laqueUe H ne se trouvera pas situé , et le sommet 
de l'angle sécant- sera le pôle de la droite qui joindra les sommets 
des deux angles circonscrits. 

Démonstration. Soient O { fig> i ) le centre du cercle dont il,8*agit, 
à. tesonunetde l'angle sécnnt . BC et DE les deux corde» interceptées 

. par le- cetcle sur ses côtés, F et G le» sommcu des aoglescircoiïs- 
Tom. XlHy a." X, i.*' avril i^zZ, .. . 43 
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crits dont ces cordes sont les cordes de contact ; H le point dé 
concours de FB et GD, I le point de concours de FCetGE, K 
le point de concours de FB et GE , et enEn L le point de concours 
de FC et CD. Soient finalement menëcs BE et CD se coupant en 
M , BD et GE se coupant en N. 

Cela pose, il s'agit de dëmontrer , i." que le sommet A est.i 
la fois , en ligne droite avec les points H et I^ et «n ligne droite 
■aTec les points Kel L ; a." que le point M est en ligne droite avec 
les points H et I, et le point N en ligne droite avec K et L , et 
qu'en outre ces deux points M et N sont en ligne droite avec les 
points F et G; 3.° enfin que ces mêmes points M et N sont les 
pôles respectifs de KL et HI , et que le p<ùnt A est le pâle de 
FG. 

Four y parvenir , concevons les points F , G , H , I , K , L comme 
les centres d'autant de cercles, ayant pour rayons , savoir 

Pour F , FBœFC , 

Pour G , GD=GE , 

Pour H , HB=HD , 

Pour t , K=IE , 

Pour K , KB=KE ; 

Four L i LGsLD . 

Concevons pour plus de brièveté, de désigner simplement chacun 
de ces cordes, que nous nous dispenserons de tracer, pour ne pas 
compliquer la figure, par la lettre placée k son centre. 

Les cercles H et I sont i la fois toacfaës extérieurement par le 
cercle F en B et G et par le cercle G eu D et E , d'où il soit 
que les droites BC et lŒ ; coocouraat en A , coatietu^eni l'une e( 
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l'ialre le centre ia simUitude externe des cercles H et T , lequel 
eonséqueminrat ne saurait étte autre que le point A qui , par suite , 
doit se trouver en ligne droite avec l«s centres H ei I de ces deux 
cercles. 

Pareillemeot , les cercles K et L sont louchtSs à la fois exiérîcure. 
ment en B et C par le cercle F et intériourcment en E ei D par 
le cercle G;d'oii il soit que les droites BC et DE, concourant en 

A, contiennent l'one et l'autre le centre de siraililude externe des 
cercles K et L, lequel cooséqueminenl ne saurait élre autre que te point 
A qui , par suite, doit se trouver en ligne droite avec les centres 
K et L de ces deux cercles. ToiU donc la première partie de la pro- 
position complètement démonirée^ 

£0 second lieu , te cercle K touche à la fois les deux cercles H 
tt I , le premier ea B en l'enveloppant et te second^ en E extérieure- 
ment. Le cercla L touche aussi à U fois les deux mêmes cercles , 
1« premier en D extérieurement et le second en C en l'enveloppant. 
Donc les droites BE et CD , concourant en M , contiennent l'une et 
Fautre te centre de sinûlitude interne des deux cercles H et I , lequel 
conséq^neoiment oe saurait être autre quête pointM qui, par suite, 
deit se trouv-er en ligne droite avec les centres H ei I de ces deux 
cercles.. 

Pareillement, le cercle H touche it la foi» les deux cercles K et 
L,le premier intérieure ment en B et le second extérieurement en 

B. Lie cercle I touche aussi &■ la fois les deux mêmes cercles , le 
premier extérieurement en £ et te- second intéiieurement en C. Donc 
les droites BD et CE , concourant en r^ , contiennent l'une et l'autre 
Le centre de similitude interne des deux cercles K et L , lequel 
conséqiiemmeot ne saurait Atre autre que le point N qui , par 
suite > doit se trouver en ligne droite ayec las centres K et L de 
ces- deux cerclés. 

^ De plus; le cercle K. totiehe 1 la fois les deux cercles F et 6, 
le premier en B extérieurement et le second en E en l'enveloppanf, 
1.9 cercle L touahè auspi à lafois les deux mêmes cercles, le premier 
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<;n C extérieurement et le second en D en l'enTëloppant. Donc les 
droites BE et CD, concourant en M, contiennent l'une et l'anlrft 
le cenlrc de similitude interne des deux cercles F et G , lequel 
consëquemment ne saurait être autre i]ue te point M qui, par suite , 
doit se trouver en ligne droite avec les centres F et G de Ces 
deux cercles. 

Pareille incat, les deux cercles F et G sont touchés à la fois exid- 
riearement par le cercle H en B et D ei par le cercle I eu C et 
£. Donc les droites BD et C£, concourant en N , conlionnent l'une 
et l'autre le centre de similitude externe des deux cercles F et G, 
lequel conséqucmment ne saurait être autre que le point N qui , 
par suite , doit se trouver en lif^ne droiie avec les centres F et G 
de ces deux cercles. La seconde partie de la proposiliou se trouve 
donc aussi complètement démontrée. 

£n troisième lieu, parce que les points K et L sont les pôles 
respectifs des droites BE et CC , il s'ensuit que le point M de concours 
de ces deux droites est le pôle de la droite K.L qui joint ces deux 
points. Pareillement, puisque les points H et I sont les pôles respectifs 
. des droites BD et CE , il s'ensuit que Je point N de concours de 
ces deux droites est le pôle de la droite H I qui joint ces deux 
points. EnBn, puisque les points F et G sont les pôles respectifs 
des droites BC et D£ , il s'ensuit que le point A de concours de 
ces deux droites est le pôle de la droite FG qui joint ces deux 
points. 

Remarque L La corde de contact BC demeurant invariable de 
grandeur et de situation, si l'on fait varier la grandeur et ta situation 
de l'autre corde de contact DE, cequi entraînera aussi un mouvement 
dans le point A sur le prqlongement.de BC , les points M et N 
Tarieront aussi de situation, mais de manière toutefois que la droite- 
MN ira constamment passer par le point fixe F, appartenant êvîdem- 
meal à la perpeiidicolatre sur ,te milieu de BC ; - on a donc le 
Uiéurème suivant. , 
. .2HÉ0RÈME. Si tant de gmdrihtères qu'^a voudra , inscrits; 
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2 un mime éèrtlt , ont un côté tommun , ïet droites ^ftii , dans ces 

fuadrilatères , joindront l'intersection des diagonales et le point de 
concours des côtés odjaeens au côté commun iront toutes concourir 
en un même point de la perpendiculaire sur le milieu de ce côté 
commun, 

G'esL précisément là le théorème de M. Hachette , énoncé dans 
k Bulletin des sciences (août 1822, pag. ii4), et démontre par 
M. Valab , de Cork en Iflaade. Quelque conBance que doivent inspirer 
d'ailleurs les savans rédacteurs de ce recueil, nous ne saunons nous 
refuser ii regarder la démonstration de M. Vaish comme tout au 
moins incomplète. Elle snppose , ta clTet , ce qu'il aurait d'abord 
iftllu prouver, savoir, que les trois points M, PI, F sont en ligue 
droite. Elle établit ensuite que lu point F est constant , et cela eu 
vertu d'un certain rapport dont cependant tous les élémcns sont varia- 
bles. Ce rapport d'ailleurs , fût-il aussi constant qu'on le suppose , Ae 
paraîtrait pas entraîner inévitablement l'immobilité de ce point F. 
Ce qui précède pourra donc devenir , au défaut de toute autre 
démooslralion, une rectification de celle de M. Valsh. 

Remarque II. Au lieu de se donner l'angle sécant A , il revient 
•u même de se donner arbitrairement le quadrilatère inscrit BCED ; 
alors la figure FH(jI sera un quadrilatère circonscrit ayant ses points 
de contact aux sommets de l'inscrit. Si l'on considère en outre que 
Ton peut toujours concevoir un cercle qui soît ta perspective d'une 
section conique donnée ; qu'alors si deux quadrilatères sont l'un 
inscrit et l'autre circonscrit à la section conique, de telle sorte que 
les sommets de l'inscrit soient le» points de contact du circonscrit , 
U en sera de même d« leurs perspectives par rapport au cercle ; 
qu'enB'a les perspectives des polnu en lignes droites et des droites 
qui concourent en uo même point sont elles-mêmes des points en 
lignes droites et des droites qui concourent en un même point , 
et qu'en outre la perspective du pôle d'une droite est le pôle de 
la perspectiTe de cette droite , noire lenime donnera le théorème 
fuiraot: 
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TBÈORÈME.Si deux qvaârUaières sont Pun inscrit et T antre cir* 
conscrit à une même section conique , de tetie sorte que les somnut». 
de f inscrit soient les points de contact du circonscrit, jJ* Lca 
diagonales des deux quadrilatères se colleront toutes quatre a» 
même point; a." Les points de concours des directions des. cdiéi 
opposés des deux quadrilatères appartiendront tous quatre à une 
même ligne droite; Z." Le point de concours des quatre diagonales 
sera le pâle de la droite qui contiendra les quatre points de concours- 
des directions des côtés opposés. 

Remarques. I. Si l'on se rappelle que, dans tout quadrilatère, OD- 
peut prendre deux eât^s opposés pour diagonales , et réciproqaeaient, 
on s'assurera aiuînient que ce théorème est tout, aussi complet que- 
le lemme d'où nous l'aTons déduit. 

II. En rertu d'un théorème de Newton démontré par M. Poncelet 
{^Annales, tom. XII, pag. 109), on peut ajouter à tout ceri ^ue- 
la droite qui joint les milieux des deux diagonales du quadrilatèra- 
circonscrit contient le centre de la section conique dont il s'agit 

On rticonnait facilement , dans le théorème auquel nous T«noo5 d« 
parvenir, le théorème de M. Brianchon, si féconde» belles conséquen-. 
ces , et dont ce qiii pricèda offre aiosî one nouvelle démonstratioB». 
Passons présentement'^ celui qui fait le sujet principal de cet article. 

THÉORÈME. Une surface du second ordre étant coi^é* arbi^ 
irairement par les deux faces dun angle dièdre , i.** en considérant- 
les inter scellons des deux, faces de t angle dièdre avec la surface 
du second ordre comme les lignes de contact de deux Surfaces- 
coniques circonscrites , ces surfaces coniques se couperoiH suivant 
deux courbes planes dont les plans, contiendront , fun et t autre f 
t arête de l'angle dièdre qui en sera ainsi Fint^seciion ; 3.* si 
ton considère les deux lignes de contact comme les directrices du 
mouvement dun- plan , dans la génération dune surface dévelop-^ 
pable y enveloppe de Tespace parcouru par ce plan , ce qui pourra 
être fait de deux manières différerUes , tes surfaces développablea 
réiiltantês seront deu» surfaces eoniques » tella que le sommet 
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'4e efùeune sera situé sur l'an des éeax plans Sont ît vient d'être 
question ; as deux sommets seront en outre en ligne droite avec 
les sommets des deux surfaces coniques circonscrites ; S.* enfin , 
chacun de ces sommets sera le pôle de celui des deux plans sur 
lequel il ne sera pas situé , et en outre taréte de V angle dièdre 
sécant et la droite qui contiendra les quatre sommets seront po- 
laires réciproques l'une de Vautre. 

Démonstration. Soient F et G les sommels des Jeux surfaces 
«oaiquea circonscrites, par lesquels et par l'un quelconque A <ics- 
-poiols de l'aréie de l'angle dièdre soît fait passer uq p!an que nous 
supposerons être le |)lan raéfne de la figure. Ce plan coupera' la 
surface du second ordre suivant une seclion conique BCED , et 
l'angle dièdre suivant un ang4e plan sëcaitt ayant son sommet en 
A, et , pour les poi'tioàs de ses calés inlerceple'es par la section co- 
nique, les cordes BC et DE. Les points B et G , ainsi que les 
points D et E seront donc des points des lignes de contact des deux 
surfaces coaiqaes circonscrites , lesquelles coosëque minent seront 
coupées par notre plan suivant les angles BFG et DGE , circonscrits 
à la section conique BCED. £a conséquence , BME et CMD , ainsi 
^ue BDM et CEN seront des* arêtes des deux surfaces dérelop- 
pables enveloppes de l'espace parcouru par les plans qui toucheront 
à la fois les deux Kgnes de contact ; de pins H et I , ainsi que K 
et L appartiendront aux lignes d intersection d£S deux surfaces 
coniques circonscrites ; et oa se trouvera exactement dans le eu 
de notre précédent lenxme. 

Donc d'abord les poiols M et. H ne sortiront pat de U droite 
£xe FG quelle que soît U position du point mobile Â sur l'arête 
de l'angle dièdre. Or , soient P et Q les* interseclioDS respectives 
de BC et DE avec FG ; ces points seront fixes quel que soit la 
point arbitraire A. . puisqu'ils seront sur FG qui est fixe , et sor 
les faces de l'angle dièdre qui le sopt aussi; De plus , le quadrita- 
lère complet dont les troU diagonales Aont FG , HI , KL , et celui 
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dont les (rois diagonales sont MN , DE,. BGt doonenl, par tu 

théorème connu , 



CM CN 
ÏM - FH ' 


QM _ QK 
PM ~ PN ' 


c'est-à-dire , 




FG— FM FN-FG 
FM ÎN ' 


PQ— PM PK-P 
PM PN 


on bien 




FG FG 
FM — >-■— FH • 


P<J PQ 

PM— =-=m 


«u eocore 

FG , FG 

ËM + EM. =^ ■ 


PM ÏN. ^ 



•e qui radient ^ 

rG(FM+FN>=3FM.FN , PQ;PM4-PW)=«PMJ»N i, 
maïs 

FM=PM+FP ^ FÊï=:PN+FP ^ 

FM+FN =: PM+PN4-2FP 
d&Qo- 

FM.FN=PM.PN+FP(PM+PiV>fFP , 

Taleors qui, sulutituëes dans la première dfes dfeux ëquatibns cir^- 
dessus , la changent en celle-ci ^ 

(PG-FP)(PM+PH)=aPMJN— aFPJG ;. 

en la combinant avec la seconde , il vient 
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donc la somme et le produit des deox dislancea PM et PN sont 
donnes , donc ces distances le sont elles-mêmes ; donc les points 
M et N sont fixes sur FG ; donc les surfaces développables dont 
les aréte« sont BL et GK , BN et CN soDt des surfaces coniques; 
donc toutes les droites AM ,. AN passent par les mêmes points 
fixes M et r^ et par l'aréte de l'angle dièdre; donc toutes ces droites 
sont dans deux plans passant par cette arête et par les points fixes 
M et N î donc les points variables H et L sont dans le premier 
de ces plans , et les points varirbles K. et L dans le second ; donc en 
effet les deux surfaces coniques circonscrites se coupent suivant deux 
courbes planes dont les plans contiennent, l'on et l'aulce l'arétc de 
l'angle dièdre , qui' en est ainsi l'intersection commune , donc , en outre , 
les sommets M et M des deux autres surlaces coniques sont res- 
pectivement sur les plans de ces deux courbes , et en ligne drcile 
avec tes sommels F et G des surfaces coniques circonscrites. 

Présentement , lés points M et N ëunt , pour toutes les situations 
dn point A , les pôles respectifs des droites HI et RL , il s'ensuit 
que ces mêmes points H et N seront les pôles des plans qui sont 
les lieux de ces deux droites. De pto», les poîlits fixes F et G e'tant 
les p61es reipeotifs des deux faces de l'angle dièdre, il s'ensuit que 
l'arête de cet angle et la droite FG sont pàlaires réciproques l'une 
de l'autre. 

Oa peut aussi remarquer» d'après le ihèorem» de Newton rsppeU 
ot-dessus , que si Ton choisit le point A sur l'arête de l'angle dièdre 
de telle sorte que lé plan coupant passe par le centre de la surface 
du second ordre , ce centre se trourera aussi en lign» droite avte 
les milieux de FG , HI et. KL. 



Tarn, J^/A 44 
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Solution partielle du problème de géométrie- énonce 
à la page 288 du XII* volume du présent recueil; 

Far MM. A. L. Boyer et Ch. Sturu. 



xROBLÈME. Déterminer f en fonction des quatre côtés d'un 
quadrilatère rectih'gne imcrit au cercle, i.* l'angle de deux côtés 
opposés \ a." Vangle des deux diagonales ? 

Solution. Soient , comme dans le mémoire de la page 269 du XII* 
volume, a, h, c, d les quatre côtés conse'cutifs du quadrilatère, 
i\ s , y les deux diagonales; la première se terminant aux som- 
mets (a, b),{Ctd), et ta seconde aux sommets (3 ,£) , (a^d); 
on aura « comme alors , 

en outre , en posanC 

J+a-{-i-c=iC, 



nous aurons 
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C03^a,d):=: . .^ . ■ Co>.(a, ii)=: 



Mais les prolongemens des côl^s opposes i et i/rormeiil nvec le r6^é 
a un triangle dans lequel l'angle opposée ce côXi a est pr^cisémeni 
]'.ingle chercha {b, dj de deux côlës opposés; en supposant donc, 
pour fixer les idées , a'^c, nous aurons 

(J, d) = m-[{a, d)+(^, *)} 
d'où 

Sin.(J, V)=Sin.CCo, S)i(fl, *)]=Siit.Ca, à)Cos.(.a , J)+Siii.(o , 5)Cos.C<i; d) 
ce qui donnera , en substituant , 

00 , en réduisant 

Sin.(3 . d)^ (^'—c*)i/ÂBCD . 
^ •' Mad+teXab+eé) ' 

tel est le sidQs de l'angle des deux côte's opposes i et d ; on Irou- 
Terait de même 

Si l'on cherche les cosbus des raémes angles ^ oo trourera 
Cos.(*, ,;>=Siii.(<i, i)Sm.(a, J)_Cos.(«, <)Cos(a , d) 
DU, en snlistlluant; 

Cos/4 ._ ■<BCD—C<iH-i'— {—«■)(»■+>■_■— ^j) 

f>â} en développant et rédaisant 
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Co./i, d)= (-'■H^'-K-^W'-C-—)- 

it 00 trouvera de même 
De là OQ dtiduit 



aSln.'JfJ , <0= I— Co»<J, </)= • 



ou , eo dëcomposaot , dWisant par A et «ztrayaAt la racine quarré* 



e4 on aurait de méota 

et , corome oa a 

^ ' a5in.r{6,<0 »\ ' ^ aSiii.ï(a,c) 

il TÎeoâra, en rabstitaont. 



^t de U encore 
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formales très-commodes poor le calcul par It^riiKmes. 

Passons à. la Fedierche de l'angle des ^gonales ; pour cela re- 
marquoas qae ces diagoniles divisent le qaadrilaure en quatre 
triangles dont la somme des aïrcs sera, en appelant s' et a^' Us 
deux Mgroens de « , et ^ et y*' les deux s^gqaens de y , 

mus j1 a tft^ preavë , dans le mëmoire cité ([ue l'aire de ce ^a- 
drilatère a aasû poor expression 



4onc finalemenC 






De Ui on condora facilement 



Cm.(*,^)= ■ 



»(»«+Ji(j 
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îCos.-4(*,y)=.+Co,.(x, r)= -^ , 



d'oi 



«t, par suite 

formale trèi-commode pour le calcul par logarithmes. {*) 



(*) Noos rippellerooi iri qu'il ■ él^ proposé de tronw du formulei aiulognet 
pour le quadrilatère sphérîque inicrit i un petk cercle de 1* sphère. De telles 
rormule* ont bien été re^aes ; mi* ellei n'ont fu l'^gaoce Buflbuite pour 
en joHificr la publicitioB. 

J, D. G, 
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Démonstrations diverses du théorème, de glométrte 
énoncé à la page 2x2 du présent volume. 



jL HÈORÈMS. Deux hyperboles é<juUatlres telles que les diamètres 
principaux de chacune sont les asymptotes de t autre se coupent 
tot^ourt à angles droits, 

Démonstration de M, TV. H, T. 

Cest QD tbéorème coonn , et d'ailleurs très-facile ^ démontrer 
que, 'dans l'hyperbole équilatère , rapportée i son centre et à ses 
diamètres principaux , la normale est constamment <<gale au rayon 
vecteur. 

Gela posé ; soit C (^(îg. l) le centre commun de deux hyperboles 
éfimlalères dont les asymptotes soient dirigées suivant CN et GFf' , 
et suivant leurs perpendiculaires respectives ao point G; et soit F 
un point commun aux deux courbes. Soient menées les normales 
PN et PN' , ainsi que le rayon vecteur CP , prolongé jus- 
qu'en V. 

Les deux triangles CPN et CPN' étant isocèles , d'après ce qui 
vient d'être dit plus baut y il s'ensuit que les angles extérieurs 
VPN et VPN^ sont respectivement doubles des intérieurs FCi^ et 
VCTH' ; d'où il suit que l'angle total NPN' est double de l'angle 
total NON' ; c'est-^-dire que fangle sous lequel se coupent deux 
hyperboles iquilatères de même centre est constamment double de 
gelui sous lequel se coupent leurs asymptotes ou leurs axes trans' 
verses ; d'où il suit que , si ce dernier est demi-droîi , les deux 
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hyperboles se couperont perpendiculaîremeDt ; et qui démonln 

compliteraent le théorème^ 

Démonstration de M, J, B. DaiatJirDR , professeur de 
physique au collège royal de Cahors , et d^un Anonvi, 

Où sait que U tangente'} ane hyperbole, terminée à ses asymp- 
totes, a son milieu i son point de contact avec la courbe; et que 
de plus elle est égale et parallèle au conjugué du diamètre qui 
passe par ce point.. 

Et, comme il est d'aillears connu que^ dans l'hyperbole équilatère; 
deux diamètres conjugués quelconques sont do même longueur j il 
s'ensuit que , dans une telle hyperbole ,~ la tangente en un point 
quelconque, terminée aux asymptotes est double du rayon recteur 
du point, de contact. 

Si donc deux hyperboles équîlalères. ont même centre, et qu'on 
leur mène, par leur point d'intersection des tangentes terminées & 
leurs asymptotes respectives , ces tangentes , qui se couperont par 
leurs milieux* auront une longueur commune > double de celle du 
rayon recteur du point d'intersection, des d«ux courbes; elles fot- 
jneront donc , arec leurs asymptotes , déa x triangles rectangles dont les 
hypotbénuses , de même longueur > se couperont par leurs milieux, 
let dont les sommets opposés se confondront. 

Au moyen de ces considérations , le théorème proposé revient 
\ dire qne, si deux triangles rutangîts ayaat des hypothénuset ' 
égales sont posés l'un sur Fauire d» telle sorte, que les milieux de 
leurs Âypothénuses ainsi que Us sommets opposés soient communs, 
et que les calés de Pangle droit de l'un fassent un angle demi- 
droit avec les càtis de Pangle droit de taïUte , les deux hypothé- 
muses se couperont perpendiculairement. 

M. Durrande démontre cette proposition & peu près comme il 
suit : soient SCT, S'CT'' ( fig. 3; ) deux triangles rectangles ayant Te 
sommet C de l'angle droit commun et des hypothénuses égales 

ST 
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et et S^ M coupant ï leurs milîeuK en P; en menant CP ^cette 
droite serl ^gate à la mdîlU des hypothéousea ; de sorte qu'oa 
aun PC^FS^PS'. et qu'ainsi les triangles CPS et CPS' seront 
isocèles; en prolongeant done GP aa-delà de P vers V, les angles 
extérieurs TPS et YPS' seront respectiremeiU doubles des angle» 
intérieurs PC5 et PCS^; d'^où il mit que la somme SPy des pre- 
niers sera double de la somme SCS' Jes derniers ; si donc cette 
dernière somme est nn angle demi-droit, la première sera un an- 
gle droit ; c'est-i-dire que les faypothénases SX et S^'^ seront 
- perpendiculaires l'une à l'autre. 

Poar parvenir au' même but , l'abpnné décrit du point P comme 
centre ( fi^ 4) t- ^t arec la moitié des faypolhénuses pour lajon. , 
une circonférence, à laquelle les deux triangles rectangles se trou- 
vent alors inscrits; or les, deux angles SPS' et SCS' embrassant 
ainsi entre leurs câtés le même arc SS' et ayant leurs sommets le 
premier au centre et le dernier à la circonférence, il s'ensuit que 
le premier est double du dernier , et que conséq^uemmeat si celuD- 
m est demi-droit l'autre sera droÎL. 



ïiémonalmUofk <2e M, QvnBfox , chef dinsUluliwii 
à Sl'Maîo. 

Soient m et y les coordonnées de l'une des courbes , r^portiée»- 1 
- wn céntse et à. sea axes ; die- «uca pour équation< 

Soit z la tangente tabulai^ de l'angle, que forme cette courbe on 
Ml tangente avec Taxe des s ; on aura 

. i' r. 
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L'équation de l'autre courbe , rapportée aux mèmei aXes que h 

première, lesquels en seront les asymptotes, sera 

SoU z' la tangente tabulaire de l'angle que forme cette courbe on 
.sa tangente avec l'axe des ;r,on aura 



Au point d'inlersectiôo , jr et y seront les mêmes dans let deux courbes, 
d*où il suit qu'on aura alors 






ou l+fz'=:0 t 



ce qui démontre la proposition annoncée* . 

Ce théorème n'est au surplus.qu'un cas particulier du suirent ; 
Une hyperbole étant donnée , si l'on en constiuït une autre 
dont les asymptotes soient dirigées euivant deux quelconques de 
ses diamètres , et que sur les mêmes diamètres comme conjugués , 
•on construise une ellipse , les tangentes aux deux hyperboles à 
leur point d'intersection seront parallèles à un même sy»tème de 
-cordes supplémentaires de cette ellipse > construites sur l'un ou l'autre 
de ces denx illamètres. .■'','. 

Si en efFct on pjrend le diamètre iraniTerae de la: pnmièreiiiy- 
pcrbole pour axe des jr et'son conjugué pour axe des y , l'ëquaioa 
de celte hyperbole sera ■'■■■'; 

; , „ B'x'-^A*^*^A'^* î ■'■;; ■■''■■ "i ' ■ '-' - 
et l'équation de Vautre sera 
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Soient <. .et jt/')es rapports clés sinus des angles qne font les deux 
courhes ou leurs UDgent£s avec les axes des x et des y \ on aura 

_ dy _ B^ ,_ dy _ y 

~" d* ~ A^ ' d* a; ' 

d'où on conclura , pour le point d'intersecUoD , 

' zz'ss — — , ou ^*zz'+S*=o . 

Or , cette équation est prcciséroent celle qui doit exister , pour les 
cordes suppMmentaires de l'ellipse, entre les quantite's annlogties 
k z et z' ; d'où il suit que si , par l'extrémité de l'un quelconque 
des detix diamitres conjugués de cette courbe qui lui sont com- 
mua» avec la première des deux hyperboles on lui mène une corde 
parallèle i la tangente k l'une de ces hyperboles au point où 
elles se eoupeut , ta sopple'mentaire de cette corde sera parallèle 
k la tangente 1 l'autre courbe au même point. 

Il ne serait pas difficile de démontrer, au surplus que, deux 
hyperboles ayant même centre , si les asymptotes de l'une d'elles 
sont dirigées suivant deux diamètres conjugués de l'antre, les 
asymptotes de celles-ci seront réciproquement dirigées suivant deux 
diamètres conjugués de la première ; de manière que, pour le mime 
système d'hyperboles, on peut obtenir deux ellipses qui jouissent 
de la propriété qui vient d'être démontrée. 

Si la première hyperbole est équilatère , et qu'on prenne ses dia- 
mètres pciocipaux pour asymptotes de la seconde , qui alors sera 
également équilatère; l'ellipse deviendra évidemment un cercle, 
dans lequel les cerdes supplémentaires sont constamment rectan- 
gulaires; donc alors les deux hyperboles se couperont k angles droits. 

Le théorème qui vient d'être démontré a quelque analogie avec 
le fuivant , qaî nous paraît digne de remarque : 
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Une ellipse et une hyperbole qui oat le même satire et le» foyerà 
communs se coupent toujours perpendiculairement. ■ ■ 

Ce théorème peut aisémeot se démontrer comme U «nît. Soit « 
l'excentricité commune ; les équations des deux' courbée rapportées 
i leurs diamètres principaux seront 

S 's'-HS '+e')y'=:^B >iB '+c*) , (i) 

£''s'~^c'~B'')r*=B''(c'—S'') î (a) 

d'où on tirera ; par dîlTërentiatioa 



de sorte qu'en représentant par z' et z^' les tangentes tabulaires 
des inclinaisons de« deux courbes sur l'axe des «, U viendra 



Ed éliminant B* et B" entre ces fermules et les équations (l ,l)t 
il viendra 

donc , pour un point (s, y) d'intersection des deux courbes j z' et x^ 
•ont racines de la même équation du secuid degré 



d'où u suit qu'on doit avoir '^ 

*'*"=— I , ou i-^zz^sso 
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té qui ^nKiittre la proposition tanoncéa. 

Cette proposhton peut m «irpIiM -être immëdiateraent prouTée 
'Comme îl auH. En représentant par A et A' les demi- premiers axe» 
de l'ellipse et de l'hyperbole les distances du centre aux points 
d'intersection de l'axe des a avec la tangente k la première courbe 
•eX arec la normale à la aecoade seront , oomaie l'on sait 



BH*. 



mus, au mojen des équations (i> J), «n troure peur l'abscused* 
{utBt d'intexsecUon des deux coarbes 



vt, en subsltnaDi cette valeur dans les deux expressions ci-desant ; 
«lies deriennent également 



donc la normale k l'hyperbole , 1 l'intersecliim des deux courbes ; 
coïncide avec la tangente k l'ellipse au même point , d'où il suit 
que les deux courbes se coupent perpendiculairement en ce point. 
Noos Tenons de trouver pour l'absciMe du point d'intersecUom 
des deux courbes 



en substituant cette raleitr dani Ttine quelconque des ëqaationa 
{i , a) > oa en liren 
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c'est-k-dire que chaque coordonnée de l'intersection des deax 
courbes est une quatrième proportionnelle i rexcentricilë commuDe 
et aux moitiés des deux axes qui lui sont parallèles. 

Si Ton conçoit que , l'un des fovcrs communs restant fixe, l'autre 
s'en éloigne 'continuellemeiit et indéflnîment, la proposition énoncée 
ni! cessera pas pour cela d'avoir lieu ; elle aura donc Wev, encore 
lorsque ce foy'er sera infiniment éloigné du premier, auquel cas 
les deux courbes deviendront des paraboles ; donc , deux parahote» 
^ui ont mime axe et même foyer se coupent toujours perpendiculaire- 
ment; pourvu toutefois que leurs courbures soient -en sensinvêrat 
ou , en d'autres termes , que le foyer commun soit situé entre let 
deux sommets. 

Cette dernière proposition peut, aa surplus, se démontrer di- 
rectement comme il suit. Soient c el e' les dislances des sommets 
au. fo^er commun; en prenant ce foyer pour ori^ne , les équations 
des deux courbes serotlt 

Soient z' et z" les tangentes tabulaires des inclinaisoDs des deux 
«barbes 'sur l'axé des s , nous aàrens 

éliminant c H e^ eolre ces équations et celles des deux courbes, 
il viendra ...'"_' 
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dont y pour U point (^x , y) d'InLenection clés deux coarbea , z' et 
t" sont les deux racines de -l'équation du second degrë 

x'+a — «— 1=0 ! 

:. ^ . ■■ ■- . 

d'où il suit qu'on dou avoir 

z'z"^—\ , ou i-i-zVsso ,. 

ce qaî prouve la proposition annoncde.' 

On peut encore remarquer que la' distance du foyer commun au 
point où la tangente' i' la première paralrale rencontre - £on axe 
est , eo géodral , 

— iac— * } 

<et que la distance du même point \ celui où la normale \ la 
^Mçoode rencontre le même axe efC > 

—af'+J î 

mais les équations des deux courbes donnent pour Tabscisse de 
leur point d'intersection 

,-.,,■■ ■.::.,,.:. jr=c'^^';''' i' ■' ■■■ '' ' - ■ ' 

substituant donc jaM leB.<Ieiix expression^ tt-d^Jsu&T-alles deviennent 
également 

«e qui montre que, pour le< poi^ d^MersecUon des deux courbes; 
la tangente à la première coïncide avec la ntriualc à la seconde ; 
iet quE'àlaiaififilleapaà '«a9peilt"PW^d^Bl«tT6in«atP"'^ '•<' ■■';-"' ■ . 

^Q sttlutloaagt'4lknK.l'«j^l|i«ih^'-de-'lV^«i^q^«l(^»^M^ dfet.deox 
courbes 11 rsleur x^—e de l'abscisse do leur point d'intersection ^ 
«n obijant poiK soa oidpiuié<t 
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Démonstration dé M,. GRaoûsas^ 

En transfomiant le théorème en problème on peat te deinindec- 
fVeUe est la' trapectoire orthogonale de toutes Ut hyperboles, iqm- 
latères qui ont Us mêmes asymptotes ? 

En prenant ces ujrmptotes poiir les axes dtos coordonnées , eui 
poaiTft prendre , pour l'éttoation commune à tontes ces hj'perï>oles ^ 

d'ans Uquella A est on paramètre indëterraibé.. Si ilbrs {s', y*) est» 
le point de Tune de ces courbes où elle est coupëe par l'une dess 
courbes cherchées ^ les. ëqoatîons. des tangentes à ces deux conrbe»>' 
«n ce point seront 

a6n donc qu'ell&s se coupent perpendiculairement, on devra antis- 

r-^^J^o eu. s'^—y*àftit>l 
iquaiiùn qni a pour int^nl<, en soppiîmant les accen»,, 

qui' appartient bien» ea:«ff«l^ i^ tooMSs^Ift»- lîf^pmb^ês. dquilatètM qnîi 
:-w(, pouï dùaùMfjkriiwipaiiX: Jw .iHjjTn|Wtw des premier», i 

Dimtnttrotiôm: 
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'O^monstratîon du théorème de géométrie énoncé à la 
page 248 du présent volume j 

Par M. W. H. T. 



J. HÈORÈME, Le point d'an plan îndijiaî dont h somme àe» 
disianctsà trois autres points , situés hors de ce plan , est un mini- 
mum , est tel que si , par la droite qui t>a de ce point à tun quel" 
tonque des trois autPes , on conduit un plan perpendiculaire à celui 
dont il s'agit y ce plan divisera en deux parties égales r angle formé 
par les droites qui ront du même point aux deux points restons. 

Démonstration. Soit représentée la figure en relief ( Bg. 5 ), en 
roprêsentant par de5 Ugoes ponctuées tout ce qui est hors do plan 
inde'fîni. Soient O le point chercha sur ce plan , et A B C les 
tro'13 points donnes hors du même plan ; de manière que OA-f-0 
B+OC doive être un minimum, 

V Supposons, en premier Héa, que Tane dés distances , OA par 
exemple « soit donnée, de telle sorte qu'il ne soït question qne de 
Tendre minimum la somme OB-{-OC des deux autres; a^h, tétant 
respecliTemeot les profections de A, B, C sur le plan indéfini. Alor» 
le point O sera l'un de ceux d'une «itconfërenco ayant son centre 
an a, et, en menant une tangente TU k cette circonférence par 
ce point , il faudra , pour que OB+OC loit mininutm , que les 
angles BOT et COU soient égaux ; car , soit substitué » O un autre 
point O' du cercle ou de m tangente , ialiniment voisin du premier , 
du côté de T , il est clair que BO se trouvera diminuée d'une quantité 
0(y.CosXOT ^ tandis que GO se trouvera augmentée d'une quanlilé 
iXy.Cos.BOV. Ot le. caractère du minimum est que la diminu. 
Tom» Xm. j^. 
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tioii d'tme part se trouve cxaciement eompotée par l'augmentation 

de l'autre , ce qui exige que les angles BOT et COU soient égaux. 

a.* La taagenie TU étant perpendiculaire au plan du triangle 
iiaO , de régalité des angles que fonl OD et OC avec cette tangen- 
te on peut conclure l'égalité des angles que font les mémea droites 
avec ce plan. 

3." Il suit de là que les dislances des points B et C i ce plan,' 
lesquelles ne sont autre chose que les perpendiculaires h^ , Cv abaissées 
des projections de ces points sur le prolongement du rayon a O , 
doivent Oire dans le rapport de OB à' OC Mais si P est le point 
où le plan haO rencontre BG et que p soit la projection de ce 
point , évidemment située sur le prolongement de 0O , on aura 

i^ : fy : : ^/> : f/> : : BP : CP î 
donc on doit avotr aussi 

OB : OC : : PB : PC ; 

ce qui prouve que la draite OB suivnnt laquelle le prolongement 
du plan AdO coupe le triangle BOC divise l'angle fiOC en deux 
parties égales. 

Rome, le 25 novembre 1833* 



Autre démonstration du mime théorème; 
Par M. QuERRBT , chef d'institution à St-Malo. 

vJbservons d'abord que , lorsqu'un cercle et une ellipse , Situ^ 
dans un même plao, n'ont qu'un seul point commun, ils ont né- 
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cMuirement la mime tangente ea ce point. Car, s! la tang(?nle à 
l'ellipse n'était pas en mâme temps tangente au cercle, le centra 
de celui-ci serait hors de la normale du point de contact ,- de aorte 
qu'en menant de ce centre une autre normale , elle serait plus 
courte que le rayon, d'où il suit que l'ellipse aurait un poîal in- 
ttirieur aa cercle qui, cooséquemment , devrait la couper en deux 
{wints au moins. 

Observons encore que si un cercle et une ellipsoïde engendrée 
par la résolution d'une ellipse autour de son grand ixe n'ont qu'un 
ceul point commun « la tangente au cercle en ce point sera situtïe 
i»Di le plan tangent à t'eltipsoïde au même point. En eiFct , le 
plan du cercle détermine dans l'ellipsoïde une section ellipti'^ue 
qui n'a qu'un point commun avec ce cercle et qui a pour tangente 
en ce point l'interseciion de ce plan avec le plan langent Jt l'ellipsoïdet 
intersection -qui doit être tangente au cercle par ce qui précède. 
' Gela posé ; soient A , B , G ( Fîg 6) les trois points dont il s'agit, 
et O le point du plan donné dont la somme des distances à ces 
trois-là est on minimum. Conduisons par OA et par la perpendi- 
culaire A a, le plan KOa perpendiculaire Ji ce plan; et du pied 
« de la perpendiculaire k.tt , comme centre et avec dO pour rayon , 
décrivons un cercle dans le même plan. U est claîr que ce cercle 
aura pour tangente en O la perpendiculaire TU au plan 'KOa, Main- 
tenant si l'on décrit, dans le plan BOG une. ellipse ayant ses foyers 
aux points B et G , et dont le grand axe soit :sBO-fOC , et qu'on 
las&e tourner celte ellipse autour de BC ; elle engendrera une 
ellipsoïde dont la surface ne devra rencontrer notre cercle qu'au 
seul point O; car si elle le coupait en un autre point S , on aurait 
BS+GS=BO-|-C0 , d'où, à cause de ÂS=AO, on conclurait 
AS-*-BS-HCS = AO+BO-l-CO, ce qui serait contre l'hypothèse. 
Donc , d'iiprès la dernière des deux observations faites ci-dessus , 
la tangente TU au cercle au point O est dans le plan tangent en 
ce point i la surface de l'ellipsoïde; et, comme cette tangente est 
perpendiculaire au plan AOaj il en résulte que le plan tangente 
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l'ellipsoïde est aussi perpendiculaire au plan AOa ; dooc réciproque- 
ment ce plan lui est perpendiculaire, et par conséquent il passe par 
la normale k l'ellipsoïde au point O ; mais la normale à l'ellipsoïde 
de rcvolulion en chacun de ses points se confond aTcc celle de l'ellîpse 
génératrice , lorsqu'elle passe par ce point ; donc enân le plan AOa 
passe par la normale à l'ellipse dont les foyers sont en B et C et dont 
BOetCO sont deux rayons vecteurs ; donc celte Dormale n'est autre que 
la droite OP suivant laquelle le plan AOa rencontra le plan BOC , la- 
quelle doit ainsi diviser en deux parties égales l'angle B(X^ des rayon» 
vecteurs* Le plan mené perpendiculairement au plan donne , par 
l'une quelconque des trois droites OA. , OB, OC divise doue l'an- 
gle des deux autres en deux parties égales ; le plan mené par cha* 
aune d'elles perpendiculairement au plan donné divise donc l'angla 
des deux autres en deux parties égales (*). 



(*} M. W. H. T: observe qu'en «uppoiant nullet Iti trois lituteurg La , Bf, 
Ce , le probltme reviendrait i trouirerfSur U plan ttun triangle donné, un poin$ 
dont la tomme âtt âistancei à su trois sommets soit la moindre possiilê; pro- 
blème qui a ^lé irâîlë, aÎDii qu'up f^and nombre d'auirei problèmes analogueii. 
i la page 377 <Iu. I." volume du preient recueil ; malt que ta aitualioD des 
tfoît pointa donnés peut iie pas donner de minimum proprement dît ; circonilanca 
qui doit également le reproduire dans quelques cas particuliers du problème énonça 
à la p*£e 38a du XII.' volome du présent recueïL 

Nous observerons, i notre tour que , ai le ibéoriraa qui vient d'tiredémontti 
«tt propre à jeter- du jour sur la lolutiMi de ce dernier problème , celte wktiwi». 
ifiuUfpis , n'en résulte gai îmnrfdiaiemcat et leite encore à trouver. 

J. D. G, 
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. ANALTSE TRANSCENDANTE. 

Considérations anaUticx>-géomëtriques , sur les solutions 
particuliers des équations différentielles du i.*"^ 
ordre ; 

Par M. J. L. WoiSARD , rëpéflteur de mathématiques à 
L'école d'artillei-îe de Metz. « 



KJs sait qae rinl^grale d'ane équation difitfrentiejle du premier 
ordre renferme nne comtsDte arbitraire ; et qae , par eooKqueDt, 
cette dernière équation peut être coasîdërée eotnme représeDtant une 
inûaité de lignes-, dont od obtiendrait les «iqualions individuelles-, 
en faisant varier, depuis- l'ibûni positif jusqu'i l'infini négatif, le 
paramètre arbitraire qtil entre dans l'intégrale complète. 

Mais- OD trouve aussi quelquefois des polyaones qui , sans être ' 
des cas particuliers de l'intégrale complète , nï de« facteurs conv- 
muas \ tous les coefficieos de — , dans l'équation difiëremielle ; 
aatisforit néanmoins aux., conditions exprimées par celle dernière- 
quand on les égals à zéro. Nos analistes modernes les ont appelés 
Soiutions pcrticuUèrts; ils en ont expliqué l'origine; ils ont donné 
le moyen de les obtenir, «ans résoudre l'équation différentielle .pro- 
posée, et ont fait voir <pie les lignes qu'elles représenienl soni 
1m enveloppes de celles <|ue représente l'intégrale complète. 

J'ai considéré le même problème dans an ordre inver^ , c'esl- 
Mire que j'ai cherché à déduire des propriétés des lignes ettre; 
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loppcs la démonstration de l'existence des soIulloDS particu]i%r«s i 
dans certaines équations difTcreniieUes , et h les déterminer , sïds ré- 
soudre les équations dont elles dérivent. Qnoiqu'en général il soit 
peu Important d'obtenir, par de nouveaux moyens des résultais 
déjà connus, j'ai pensé que néanmoins une méthode géométriqua 
pourxjlt o/Trir quelque intérêt, parce que souvent' elle rend sen- 
•ibies des raisonnemens difHciles à saisir, et que d'ailleurs elle m'a 
conduit à plusieurs conséquences importantes qui, je crois , n'ont 
point encore été sl^aaléea. 

Pour exposer convenablement la tbéorie que j'ai en vae , je suîa 
olili^é de rappeler succinctement les propriétés déjà connues des 
1 gties enveloppes. 

1. Soit ç(x, f, c)^^o nne équation quelconque à deax variables » 
rcnrerm.-int un paramètre arbitraire ; on peut toujours imaginer une 
ligne AMB (fig. t), rapportée i deux axes rectangulaires, telle que, 
pour une valeur déterminée du paramètre (, les coordonnées de 
chacun de ses points satisfassent Â l'équation p(x, y, c)^o. Géné- 
ralement cette ligne changera de figure et de situation par rapport 
aux axes , quand on fera varier la valeur du paramètre C; ainsi, 

elle pourra devenir successivement A'M'B' , A''M"B''', , lor» 

qu'on remplacera c parc', c" , ...» On appelle enveloppe des lignes 
représentées par l'équation fC',y,cJ — o, une ligne MM' M^' ».. 
tangente commune à toutes celles qu'on peut obtenir en faisant varier la 
valeur de c, depuis l'infînt positif jusqu'à l'infini négatif-, et les 
lignes AMB , A'M'B', kf^'^W, .... qu'elle touche , toutes en sont 
dites les enveloppées. 

2. Soient AMB , A-TWE' , deux enveloppées consécutives , dont 
les équations sont respeciivcment <>(j,^, c)^=o et f(*, y, cO— o» 
elles dilTèient d'autant moins d« forme ci de position que la différence 
c — c* est plus petite ; et , si l'on vient à la supposer tout i fait 
nulle, la branche M'A' de la seconda viendra se confondre avec 
la braàcbs MX de la prcnière ; d'où il sait qu'à mestire que e* 
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fera devenu moins di/ïtîrent de c , le point K d'Intersection des deut 
eourbes se sera mu sur la branche MB de la première, de maniàre 
à coïncider avec le point M de celle-ci, lorsque c' sera devenu 
rigoureasemenl égal ii c ; donc les points communs à l'enveloppante 

JAM'M.'' et à l'enveloppe'e AMB sont les points d'Intersection 

de cette dernière ligne avec celle qu'on obtient en faisant varier 
infîninient peu le paramètre c dans i'équalion t(x ,y,c) = o. Uonc 
pour avoir, ks cojiritonnées de cette Intersection ^ c'est-i-dire du 
point H, it faut résoudr» simultanément les deux équations 

,{,,y,.)=„,K»,y,.)+i!!ï^d«o. o 

3. On en conclut ordinaire tuent qtn , la première réduisant la 
acconde, elles peuvent être remplacées par le système de ces deux-ci : 



,r,c)=o, — - — =0; 



fC*. 



mais celle simplification , employée laconsidérément, pent quelque- 
fois faire négliger des racines commune»; c'est ce qui aurait lieu, 
par exemple , ai on l'appliquait à l'équation 

iqm représente un cercle , d'an rayon constantsr, ayant son centre 
en un point déterminé de l'axe des x. En la différentiant par rapport 
è Cf on trouve 1 = d'où l'on serait tenté de conclure que denx 



C) On trouve ce point da doctrine nettement déduit de la térie de Taylor^ 
•su cmuid^niipn d'infinimeiit petHt , ou «atics ^valentet , k la pige 36l 
éa UI.* vqIwim du prient recueil. 

J. O. G. 
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cercles consécutifs ne se coupent pas. Maïs on reconnittra facileii 

ment l'erreur de cette conclusion . si l'on aonsidère que(r* — y*)' peut 

tire pris avec deux signes; et que, par cooséquent , suppoi>er que 
ifi est la différence des <leux polynômes 

c'est chercher seulement les points d'intersection de demt>cercle AMB 
fFiy. a) avec le demi-cer-cle A'M'B', et ceux du demi-cercle ANB 
avec le deoni-cercle Â<N'B^ ; tandis qu'on omet les points K et li 
d'intersection du demi-cercle AI4& avec le demi-cercle A'M^B'. les- 
quels se confondent avec A^t B, lorsque la dislance CC des 
centres devient nulle. Kous en conclurons que la simplification in- 
diquée ci'dessus ne doit être employée que quand l'équation ne 
renferme aucun terme susceptible . de plusieurs valeurs diifé- 
rentes. et que » dans le cas contraire , il faut combiner tour 1 
tour toutes les formes de l'une des équations avec toutes les 
formes de l'autre. Ainsi , dans l'exemple précédent en considé- 
rant (r" — y*y avec le signe -4-, dans la première équation, et avec 
k signe — dans la seconde , le résultat de la soustraction eût élé 

(r'— y')'— di:=:o» 

on , k cause de de iofioiment petit 

r*— y»=:o, d'ûù/=+r et jr=v. 

Cest re qaVn aurnit également ttouv^^ au surplus, en' mettant 
l'équalioD sous la forme 

Héanmoins , pour simpIiGer'les raîsoonemens. Je supposerai qoe 
l'équation f{r^jfC)ssiO n'a aucun terme susceptible de plusieurs 
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r^ean. Dans beancoup ds circonstances , od poam lui donner eeito 
propriété, en faisant disparaître les radicaux, et, dans toua les ras, 
au moyen de la remarque précédente-, il sera facïe de modifias 
convenablement les principes qui vont être établis* 
4> Puisque le système des deux équations 



dAermine cenx des points d« Fenreloppée ÂMB ( Fig l ) qui 
appaniennent à l'enveloppa HH'U'C..; l'élimination de f, entre ces 
deux équations , donnera l'équation de l'enveloppe. Celte règle est la 
«onséquence des premières notions de la géométrie analitique. Je 
rais actuellement examiner quelques résultats auxquels conduit son 
applîeatioa ; en représentant, pour plus de brièveté , la fonction f(jr, y^ e) 
par la simple lettre. f> 

Dabord — sera indépendant de c , tooles les fois que p sera de 

la forme me-\-nt où m et a sont des fonctions de Jt» / et des 
constantes antres que e. Alors il n'y aura pas lieu à élimination , 
et deux enveloppées quelconques seront représentées par les équations 

Si m est indépendant de f et de y , ces deux équations seront in* 
compatibles, et les lignes qu'elles représenteront n'auront aucpn point 
comoiun ; ainsi , par exemple , en faisant varier e dans l'équation 
y'+^jf-^~o , on obtient une suite de droites parallèles. Si , au 
contraire m contient les variables, ou seulement l'une d'elles^ les 
deux éqoations ne pourront être, satisfaites qo'en posant séparémenf 
m SEC, ff=o, et par conséquent toutes les enveloppées se coupent 
9n des points déterminés , et en nombre fini. Ainsi , par exemple, 
en fal9«fU voiler e dans l'éqaition f'sacs, on obtient des parabole* 
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qui passent tontes par l'oiiglne et dont les l>ranche« ne te rencon- 
trent pas. 

Mais, hors le cas ci-dessus indiqué, —contiendra encore f , et 

en l'égalant a zéro > on en tirera , pour ce paramèlre des valeurs 
qu'on substituera dans l'équation 9=0. Le résultat de la substitution 
des valeurs de c, fonction àe x et y , donnera les enveloppes cber- 
chées. Mais le résultat de la substitution des valeurs constanies don- 
nera des cas particuliers de l'équation f=o. Ce seront ceux pour 
lesquelis deux enveloppées consécutives se confondront en une seule; 
et par conséquent on trouvera, par ce mojen , toutes celles qui 
servent de limites aux autres (*). 

Far exemple , en dii^érentiant par rapport à e l'équation 

qui représente une diiotie , on trouve 
d'où 

CSSO et fssjjT. ' 

S! l'on substitue fSo dans la proposée, on trouvera y^* » ^loa- 
tioD de la droite BG (Fig.3). C'est, parmi toutes les enveloppées, 
celle qui fait le plus grand angle aigu avec l'axe des x, SI , au con- 
traire on substitue csi.\s , U viendra 



<*) On trouve un exemple it l'introduction de cei enveloppai parliculièrei 
àaat l'équjtioD gtfoërale des envetoppea, daai on article de M. Poncekt «or la' 
lUeris dei petsirci léciproqoe» ( ^timolft « tom. .YIU f pag. a»wwaft& ) 



, Google 



PAUTICULIÈRES. 939 

4tiftii\on de l'eoTeleppts de loutet les droites B'C, B'G^ B'C, 

5. Toute ligne peut être ooasidërëe comme l'enveloppe d'uns 
infinilë de systèmes d' enveloppées diilërentes. L'éqiiatton générale de 
celles-ci est arbitraire ; elle doit seulement renfermer un paramètre 
variable , et représcnier une ligne tangente ii la première eo dea 
points qui varient de situation lorsqu'on fait varier ce paramètre- 

6. Supposons présentement que l'on élimine c entre ^=-0 et 

— dj^4" 'T- dj'=0; en faisaat, pour abréger j- =p , le résultat 
sera une fonction de jr, y et p. Repr^ntons-Ia par ♦'=©, et 
cherchons quelles sont les lignes dont elle exprime les propriétés. 

Une ligne MM'A!^''.». (Fig.4) peut être regardée comme reprë* 
aenlée par l'équation ^:=o si, en substituant dans cette équation* 
à la place de x et ^ , les coordonnées de l'un quelcbnque M de 
ses points, on en tire foarp la valeur du coeflicient de s dans 
l'équation de la tangente MT en ce même point. Or on- peut tou- 
jours , dans l'équation f=o , donner k la constante e une valeur 
telle que la ligne représentée par cette équation passe par In poirft 
M I et la valeur de /> , tirée de ^ = 0* déterminera la direction de 
la tangente 4 cette ligne AMB. Donc la ligne IdM^^^....doit étnB 
telle ^tie si , par un quelconque do ses points , on fait passer une 
des lignes représentées par f=o, elle ait avec cette ligne une tan- 
gente commune; donc elle doit être ou l'un des cas paniculiera 
de 9=0, ou l'une des enveloppes des lîgnea représentées par cette 
dernière équation. 

•j. Il s'agirait actuellement de déterminer l'équation des enveloppes 

telles que HLM/M". , sans être obligé d'intégrer l'équation f^=:o 

pour cela il suffira (5) de trouver l'équation d'une li^e qui soi 
.tangente k'fSM/W^..,^i et dont le point de contact prenne succès^ 
aivement différentes- positions , quand on fera varier un paramètre.* 
8> Les enveloppes cherchées peuvent être cottibes où droites:) 
je considérerai d'abord les premières. 
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Soit MT ( Cg. 4 ) "n« lanfîenie k l'eDTeloppanle courbe MM'M"«.. ; 

si je mène à toutes les enveloppées des langentés Q'T' , Q"T", , 

parallèles à cette premiècfi droite , la tuile des points de contact 

(^, Qf, Q" j déterminera une courbe QQ'Q" qui passerft 

par le point M. Je dis de flus qu'en ce point elle sera tangente 
à MiVKM''''..»' En eifet , U position d'une tangente se détermine en 
prenant la limite de la position d'une corde dont l'une des extrér 
mités s'approche indéfiniment de l'autre , conside'rée comme 6x0. 
Or , si l'on considère la corde MQ' , il est évident que l'extre'inité 
Q' s'approchera indéfiniment du point M.^ , quand ce dernier s'ap- 
prochera du point M , et qu'ils su confondront à la limite , puis- 
qu'alors MT' sera parallèle i MT ; donc la limite de la corde WQf 
est la mime que celle de la corde MM' ; mais cette demiire étasi 
corde de la coorbe MM^''^.«.. a pour limite la tangente MT ; 
donc cette dernière droite est aussi tangente à la courbe transversal* 

.QQ'Q". 

Kous pouvons conclure de U que Iès enveloppes cherclïées se 
trbuTeroat parmi les enveloppes des transversales QQ'Q'''...., dont 
H faut présentement chercher l'éqaalîon générale. 

Si l'équation fcso était donnée, en y mettant pour e la valeur 
qui convient Ji l'enveloppée A'^^^^ en trouverait ïes coordonnées, 
du point Q' en résolvant ùmultanément les équations 

Et 
d*" 

•près aTotr mîa pour^, dans la dernière., la tangente tabulaire 
de l'angle que fait la droite QT' avec l'axe des « ; et , pour 
obtenir l'équation de la transversale QQ'Q'''..., il faudrait éliminera en- 
tre les deux mêmes équations ; mais (&) le résultat de cette élimina- 
tion serait ^=o ; donc cette dernière équation^ en y considérant 
/> comme uns constante arbitraire , représeoKn les traniTexuka 
^ercbéW| 

fin 
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9,'Je luppose pré^enleiDQQt q.ue l'iecveloppe MMIM^^...:', aoU 

«De droite ( fig. S) faisant avec l'axe des s uo angle m La irans- 

Tersale représentée par l'équation- f'=,o se. confondra avec cette 

'droite, lorsqu'on y fera p=s Tang, m ; de pluSiirM' étant la Kmiie 

des eaveloppéeS'Sera aussi la limite des tratieversales. Dtmc les droites 

•aieloppes des' lignes représentées par #=so seront des cas partie- 

culiers de celles que représente l'équaLion 9^ = 0»^ et se trouverorjl. 

Bérni celles de ces lignes qui servent de limites aux autres ,. et 

par consëqiieDl la valeur àep t^uï leur correspond saUsfera k la coodl- 

. «3* 
bon — =0^ 

Mais il est en général tris-dilEcile dé tronver Tes valeurs ipfinie» 
qui satisfont à noe équation , parce qu'elles proviennent de l'a dis- 
parition jjes termes- qpî représentent tes plus hautes puissances de^ 
tincoanue-; et par conséquent » pour avoir les valeurs qui corre»- 

pond»it à des parallèles aus. y , il faudra faire p:=i - , dafis. l'équa- 
tion ^^so^etst 4"'=o, représente le résultat de cette substitution ,,oq>' 
checcbera les. valeurs. nulles qne l'on peut' tirer de «r- =0. 

10^ Nous pouvons donc conclure qu'à. Texcepiion des fonction*- 
db X seul , toutes tes solutions particulières de i'jéquatioD f^^o s'ohtien-^ 
dt-ont eo éUtninant /f entra- 

f'S:o et ~- =0 r 

mais, oomme lés transversales dont ÎI a été question' dans les n.'**' 
précédens peuvent avoir des enveloppes- et des limiles' autres que- 
lès enveloppes dés lignes représentées par Téqualion f=o , on peut', 
■eo suivanfrcetle méthode, trouver dés facteurs éiranfiers à -ta ques-- 
tion. La géoraélrie semble n>'oHrir pour les reconattre aucun moyen- 
autre q^ue la vériâralion i pesteriori; mais voici quelques ihéorèmc^ 
^ue l'analyse n'avait pas, i ce que je crois., fait cocore découvrii:., 
Tom. XllX: ^ 
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et qai sont la cons^queaee immédiate des remarque* faitas oT'deAat 

(4,8,9.)- 

1." Lorsque la diiF^rentielle — est indépendante de x et de f; 

les solutions particulières de l'équation différentielle f '=o ne peavent 
représenter que des droites, «l sont conséquemineni décoinposablei 
en facteurs de la forme y—mx — ja=o. 

a.» En ce cas , s't p , ^ , p" ^ „«, sont les yaleors de p iitiet 

de l'équation -t-~ =^o , les solutions parlîcultàrea correspondantes 

•eront 

^ la question sera réduite à trourer Us valeurs de A, n' , n", «^ 
- 3.** Lorsque l'équation ^sso a des solutions particulières, foocttom 

4e y «eol , l'équation — =ao ert iMtisfaite par ^=o; et, si l'o» 

aubstilue cette rateur dans le polj^nome ff les solutiotts chercbéev 
«eront les facteurs de la forme j^ — i, 

4* Pour trouver les solutions particulières fonctions Je x seul; 
«n indique ordinùremeotlari^tesuiTanle; > Aemplaccz, dans l'é^ua- 

• ûon f'si3 , p par — ; at si ^'sorefrâènt* le résultat de cett^ 

• «ubstltutîoB.âimines a entre 4''s=0:et-r- ?o; tous tronverex 

• alors toutes les solirtlone fonctions de s seul, «t en outre les 
^ aolatians fonctions de « et ^ déji oliteaues par la première 
méthode >. Les principes établis ci-deuus fournissent le moyen d'abri* 
iger ce calcul } il est évident , en effet , que toutes les fois que f'so 

4 des solutions particuliàres , fonctions de s seul , l'équatioD ~ sso 

%ft satisfaite par f^=o', et qu'on les obtiendra toutes en sulislitiian't 
Xéro au lieu de ç dam le polynôme ■i'' , et cherchant ensuite M 
i£vijeiirs de la forme ^—i* 
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SBBFACr ET TOLOME DE LA SMÈRE. S^t 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Mecherche , par un procédé nouveau ^ de la sur/ace et 
' du volume de la sphère et de ses parties ; 

Far M.. Gergonhe. 



JEl y » plitf de dieox piitle anf qno' , poor d^termiiisr la «orfaoB 
•t le Tolvinfl d'une sphère , od csl d«Di l'oiaga de la coDsidërer 
«omme la liaiite du corps- engendre par la révolution d'oo demik 
{KilîgoDe régulier d'un- nombre de cdté»^ pair , tournant auloor de la 
4li«gonaie qui en joint deux somiiieta opposes. 

Mib. on peat, tout aussi, naturelleroeot , considérer la splière- 
«omme la limite du corps qfù serait terminé par une suite de fu>- 
eeaux cylindriques circonscrits tous égaux entre eux et d'un rayot»- 
'égal au sien , s« réunissant tons i. ses deux pâles , et passant par 
les côtés d'un poligone régulier quelconque , ciroonscril & son éqnaor 
teitr:,ct c'est même ainsi qu'on TeoTisage dons la construction' 
des aérostats. Mais il n'est pas à notre connaissance qu'on ait ja- 
Mais lente de parrenir par. cette voie à. la- déterminalion desa.siu>> 
&ce et de son volume. ' 

Kous- ne prétendons pss' que cette nouvelle manière dé parvenir 
M but ait sur le procédé vulgaire des avantages bien décidés'} mais 
Bons croyons devoir observer i", qu'il n'est jamais sans intérêt de 
wir comment t en géométrie^ des procédés très-dlfférens conduisent" 
«xactemenf au mémo résultat-, a*. quOi si là méthode vulgaire a sut' 
SMtlle-ci l'avania^ dé ne décomposer lasurfsoe et le volum» dis- 
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corps dont la sphère est li limite qu'en parties terminées ptr èei 
lignes droites et des arcs de cercles seulement, par uae sorte de 
eompeDsalioD, celle-ci ne décompose la surface et le vcdume de ce 
même corps qu'en parties égalest, 3." que cette oooTclte mattière 
de procëdë exige la détermination préalable de la surface et da 
Tolume de certains corps que l'on rencontre souvent dans les art* 
Surface et Tulume qui , comme nous le verrons , M>nt ezactemeDC 
qoarrables , elcubables et qu'on peut être bien aîse d'aroïr appris , cbe' 
min faisant , k évaluer ; 4-' S^^ '* détermination de la surface et celle 
du volume de la spiicre qui, suîvam le procédé ordinaire , dépen- 
dent de deux théories distinctes , se rattachent , en suivant celui-cî , 
i one seule et unique théorie ; 5.** qu'enûa quand bien même la 
comparaison entre les deux proce'dés ne ferait qu'offrir aux commco- 
çans le sujet d^un ui'ile exercice, ce serait encore un motif suffisant 
pour ne poitit négliger la considérabon de celui qui va faire le 
sujet dt cet ariicle. 

U noua aurait «arts doute été facile de revêtir ce qu'on va lire 
des formes Hgoureuses auxquelles M. Legendae, à l'exemple d'En- 
cltde t a ■cm devoir assujettir ses Élément de géométrie ; maïs pré- 
cisément parce que cela est facile , nous avons cru « dans la vue 
d'abréger, devoir nous en dispenser, en nous appuyant simplement 
sur la coDsidéraiion de« limites; nous nous sommes même bornes 
b indiquer brièvement lee points pour lesquels cette considération 
est nécessaire, en abandonnant au lecteur le soin d'un facile rem- 
plissage. On pourra , au surplus , suppléer \ nos omissions par un 
raisonnement dont on trouve le modèle \ la page i63 du V.* vo- 
lume du présent recueil, et qui nous parait le plus propre i em- 
ployer en ces sortes de rencontres. 

t. L'a détermination de la surface et celle du volume d'une 
sphère se réduisent évidemment à ces drux points; i.° détermi- 
ner l'aîre du quadrilatère curviligne compris entre. deux méridiens 
et deux parallèles quelconques i l'équaieur ; i^" déterminer k 
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DE LA SPHÈRE. Î4« 

-tefume de U pyramido spWriqae qui , ayant ce quadrilatère 
pour base , i son sommet aa centre de U sphère. On toA 
en eHet , i.' qa'en supposant ^e les parallèles dont il s'agH 
passent par les deux pâles , on obtiendra U surface du fu- 
4eau et le Tolume de l'onglet spbérîqne compris entre les plans 
de deiix mëridieoa quelconques ; d'où il sera facile de cohclurfl 
la surface et le rolume de ta sphère entièro ; a.* qn'eB supposant^ 
«u contraire y que les deux raëridiens entre lesquels le quadrilatère 
fe trouve comprit sont dtstans l'un de l'autre d'une circonférence 
entière, on obtiendra la surface de la sdne sphërique coaipriae entre 
les plans de deux parallèles quelconques et le volume du corps 
terminé par cette xAoe et par deux lurfacss coniques droites qui , ayant 
mêmes bases qu'elle , earaient lenr sommet commun au centra de 
U sphère ; d'où il sera facile de conclure la surface de la calotte 
et le Tolume du secteur sphériqoe , et par suite la surface et le to> 
lume de la sphère entière. 

- n y a même un ëvident «Tantage \ procéder ainsi ; car > si l'on 
déterminait d'entrée la surface et le volume de la sphère entière ■, 
on serait obligé ensuite de faire de nouveaux frais pour parvenir i 
l'expression de la aurUce et du Tolume de ses diversea parités. 

2. GonsidëroDS donc le quadrilatère compris entre deux m^idiens 
,et deux parallèles ; les arcs de ces parallèles interceptés entre le* 
méridiens étant des arcs semblables , on pourra leur circonscrire, 1 
l'un et à l'autre , des portions de polygones réguliers d'un même 
porahre de ciblés , dont les cdtés homologues seront parallclea et 
. Jislans du centre de la sphère d'une quantité égale k son rayon. 
On poorra donc coDceroîr que , par ces mêmes cdtcs homologues , 
on ' ait fait passer une suite de surfaces de cylindres droits circonscrits 
> la sphère , lesquelles se couperont consécutivement > suivant des 
courbes planes , situées dans les plans des méridiens conduits par 
les sommets homologues des deux polygones. En faisant donc abs- 
.traciion des parties de oes.avfaces cylindriques qui excèdent leurs 
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intersectioBs «onâëcutïvcs , «uisi que de celles qui sont aa-detk d'e^ 
«lans des deax parallèles , on obtiendra une sarfico toute corn* 
pos^c de portions de sarfàcc5 cylindriques de même rayon > et do- 
métoe que les arcs dea deux pirallèles sont limites dos portion» 
de polygones cireonsoiiu , la surface de notre qoadrilatére curvilignS' 
MFa. la limite de cette surface composëe de surfaces cyliodnques. 

' £o outro , si L'oD imagine deux pyramides- qui , «ysnt leur tommcl* 
•ommun au centre de la.spbcre , aieni pour baset ces deux mêmes, 
•urfaces , celle qui aura pour. bu« le quadrilatère faîsaal partie de 
la surfdiie de le spbère ,sera la. Uuûia de celle dont Is^ base 'teint 
composée de partie* oylintkiques. 

I^otrè problème te trouve doue téâiij^ ît évelue^ Ik wifaee ié- 
cette dernière hut ; ainsi qae le volume de la pyramide qui lut 
rëpond , et> k examiner ensuite ce qae deviennent l'une «t l'aulrtf 
). la. limita. Biais- cette inrjftce »e tronre composëe de parlies-^ga*. 
les entre elles, en nombre pareil k celui dea cdtëi- des- deux, pori- 
dons de polygones; et- la pyramide qn^ lui répond peutaosù élre- 
décomposée en un pareil- nombre de pyramides égafes , ayant cms 
parties pour, bases «* de aorte que tout ae- réduit \ déterminer l'aire - 
de U baie et le volume de i'une quelconque de ees pyramides-eà: 
& les multiplier par le nombre dfescâtés des deux portions de pelyjones.. 

Chacune de ces pyramides partiellea> fait partie d*im onglet cylîn-- 
^qae d'un rayon égal: k celui de-la sphère , lequel se trouve borné ,, 
â'ona part par la. surface convexe du. cylindre 'dont il fait hii-méme 
'partie , et par les- plan» de deux, méridiens , <^esl-k<dire , par dtux. 
fjUns passant par un- même point de l'axe du. cylindre , et ayant: 
leiir commune section perpendiculaire h cet axe ^ et eonséquem-- 
ment dirigée suivent un de ses diamèlre*. La pyramide partielle- 
est détachée de l'-onglet par deux plant passant par l'axe da' cylid- 
dre, et coupant conséquemmeat sa «nrface convexe toirant denjk 
parallèles k ce même- axe. 

3i.CQnG«mw..dooie que, «nr. l'axe: d'iuiejlindre divît, <tt. 4Îti 
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1^ un puni ïrbUratre, par lequel od aie «onâuU «n clianiè^ret 
qu'on ait dit passer deux plans par ce diaraètra et deax autres plias 
par l'axe du -cylindre ; ces quatre plans dctocberoni do ce corp« 
vue pyramide quïdraDgulaire i Lase convexe , et notre problème 
•K tfourera réduit à déterminer l'aire de U base et le volume àt 
««ite pyramide. 

■ Or «if par le m^me diamitre > on conduit «q plan p>erpendi<-' 
çqlaire & l'axe du cylindre, et donnuitconséquemmnnnne section 
'éirculake, notre pyramide et sa base se Irouveront la somme^ on 
la différence de deux autres dai^ lesquelles ce plan ck-culaîre serait 
vn des quatre plans qui les limiteraient ; de- sorte que le problème 
M rédoit à déterminer l'aire de la base et )e volume de la pyramid* 
pour le cas seulement oit an des deux plans qui ne -passent pat 
par l'axe du cylindre e^ perpendtculaîiv i cet axe. 

Soient ( fig. 6 ) C 4e point pris arbitrairement sur. Taxe du cy--' 
oindre, AB le diamètre arbitraire mené par ce point, AFB celtri 
'des deux plans qm^ passant .par ce point , est perpendiculaire k 
l'axe du -cylindre AF^ , l'autre plan passant par ce diamètre , «t 
«afin CDD' «t CEE' les deux plans passant par l'axe; la pyramide 
dont il s'agit aura pour base le trapèse convexe DD'E^ et suR 
sommet au point C, et il s'agira d'cTatuer l'aire de la base cC 
le volume de -cette pyramide. 

Concevons qu'ayant circonscrit à l'arc de cercle DE une portioit 
de polygone Tégulie^ quelconque , on la considère comme le pë- 
ïimèlre de la tase d'uuç portion de.suriacQ prismique droite ayant 
même axe que le cyliodre et terminée par sa rencontre avec les 
trois plan) DCD' , D'GOE', E'CE , et qu'on fasse de cette surface 
la base d'une pyramide ayant également son sommet en C ; on 
ctmçoit que la pyramide cylindiique sera la limite de la pyramidfe 
prismique , et que la base de la première sera la limite de ta 
base de la seconde.. Tout se réduit donc à asssigner l'aire de U 
base et le volume de la seconde, et d'exarainar ce que deviennent 
^'une et l'autre à la limite. 
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Mais si) par l'ave du cylindre «t par les sommets de II- portïoa de- 
polygone circonscrite à l'arc D£ o» conçoit des plans , ces plant 
diviseront la pyramide prismirjue en plusieurs- pyramides ordinaires 
ft bases irapèaes ; et- il est clair que^ pourvu qu'on sache assigner 
l'aire de la base et le volume de Vune quetcorx^ue d'entre elles-, 
c'en sera assez pour pouvoir assigner l'aire de la base evle toIudm 
de la nyraïqide pfismique totale <}uï eii' est la somme. 

4. Soit don& le trapèze DD'^'^ ( fig. 7 ). la base de Tune cle eaf^ 
pyramides partielles }.de manière que DF soit un. des côtés de I« 
portion de polygone régulier dont il vient d'âtre question } son mi^ 
lînu M sera son point de contact avec l'arc de cercle ; et oette base 
touchera la surface du cylindre suivant la. droite MM^ parallèle à 
DIV et E£'. Abaissons sur le diamètre' AB les perpendiculaires 
DD^'t EE^, MM'' ; abaissons aussi DG perpendiculûre entra les 
âeux premières de ces, droites ; menons M^M^' et le rayon CMi., 
menons enfin, un autre rayon CF ^ perpendiculaire à AB ■, la droUe 
■iP' parallèle à l'axe du cylindre ainsi 'que U droite CF^ 

Les triangles reclangles CFF' et M<'MM' sont semblables comme 
ayant les cdt(5s.paraniles c:bacun à chacun; et Les triangles rectangle^ 
C^JA*' et EDO ]» sont également , comme ayant les côtés ptrpeq- 
diculairea chacun à chacun ^ de sorte qu'on a. le» deux, proporiioi^. 

MM*: MM":.; FF': FC^ 
WM":DG:jMC:DEî. 

Ipultipliant' ces proportions par ordre, en supprimant Tes Actenis>: 
commans, observant que MC=FC , et rempUçant.DG par «oOr 
^«l.D"B", il Tiewira 

MM':»"E"î:Fr':I«E/. 
drnlv 

DEx. 
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DE xMM' =FF'xD'^E^>i 

.mail !e, premier de ces d«ux produile exprime l'aire âa trappze 
pD'E'E; donc le second l'exprime également; c'est-à-dire (jiie ce 
trapèze est équivalent i un rectangle qui, ayant pour h.iuteur U 
plus grande largeur FF' de- U surface conveie de l'onglet cylia- 
4rîque , aurait ponr base la projection de la luuleur DE de ce 
trapèze sur le diamètre AB. ^ 

Quant au volume de la pyramide qui, ayant ce trapèze pour 
base, à son sommet au point C, en remarquant que GM.= CF ea 
est U hauteur f on en conclura que ce volume a pour expression 
l'aire du rectangle dont il vient d'ètce question . multipliée par le 
tiers du raycm du cylindre. 

On conclura facilement de li (3) i*. que Ta base de la pyramide 
j>rîsmlqae eîrconscrlte à la pyramide cylindrique dont la hase, e^t 
l« quadrilelère DD^£^ (£ç. 6 ) est équivalente i un rectangle qui - 
ayant pour hauteur la plus grande largeut FF^ de la surface con- 
vexe de l'onglet ^ aurait pour base la projection sur U diamètre 
.AB de la poriioa de polygone régulier crrconscrite à l'ar^ DE^ 
a", que eonséquemmeat le volume de cette même pyramide pris— 
Clique est le produit de la multiplication- de l'aire de ce m^m* 
rectangle par le tiers du rayoa du cylindre^ 

5. En passant donc de là II l'a irmite * oir reconnaîtra, i*. qae- 
le trapèze cylindrique DD'E''E luirméme est équivalent i un r-eclao- 
jgle qui, ayant pour hauteur la plus grande- largeur FF' de la 
surface convexe de l'onglet cylindrique, .aurait pour base la projec- 
tion de Parc DE sur le diamètre AB ; 2°. que le volume de .la^ 
pyramide cylindrique qui aurait ce trapèze peur base et son som- 
met en G est le produit de la multiplicailon de l'aire de oe même, 
■ectan^e ,. par le tiers du rayon du cylindre^ 

Si l'on fait préseatexnent altenlioa k. ee quo: imus- avenu, dit 
Tonu Xllt. ^ 
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ci-dessiis(3), on verra que les m^mea rhoses doivent eneen «Tolr 
lieu , lors infime qu'aucune dca deux (acee . planea de l'onglet 
n'est perpendiculaire à l'axe du cylindre ; pourvu que son ar£le 
rcciiligne, intersection des plant de ces deux faces, continue d'être 
perpendiculaire k l'axe du cylindre , c'ett-^-dire , d'eo élre tm 
diamètre. 

11 résulte de U i*. que pour diviser là surface convexe d'un 
onglet cylindrique , dont l'âréte rectiligne «st ûo diamètre' do- cy^ 
lindre , en parties qui aient entre elles des rapports donnes. Il suffit 
de diviser son arête rectiligne en parties qtii aient entre elles U^ 
mêmes rapports, ^t de conduire ensuite , par les points de diviaion; 
des plans perpendiculaires k cette arête ; a*, que pour diviser aon 
volume CD parties qui aient entre elles dès rapports dono^, U 
faut, après avoir, par ce qui v\ent d'être dit, partage sa surface 
«onvexe en parties ayant entre elles ces mêmes rapporb , conduire 
des plans par l'axe et par les lignes de division. Il est digne de 
«remarque que toutes ces opérations puissent être [exécutées par 
une g<iomëtrie rigoureuse. 

On voit aussi t*. que- It sar^ce convexe totale de l'ni^et CT- 
•lindrlque dont l'arête rectiligne est un diamètre du cylmdre est 
' équivalente a celle d'un rectangle qui , ayant poar base ce même 
' diamètre, aurait pour hauteur la plus grande l'argeur de celle-sur> 
face; 2*. que le veinée total de l'onglet est les deux tiers de 
celui du prisme triangulaire circooacrït (*). Cette aorfaee convexe 
-et ce -volume sont donc rigoareusement quarrable et cubable ; et 
il est fort remarquable que ce aoit la face convexe de l'on- 
■ ^let , dont le développement est terminé par des courbes trana- 
cendantes i qai jouisse de celte propriété & l'exclusion des faces pla- 
nes qui sont terminées par dea courbes algébriques fort ûmples. 

(*) BcGoiit irait iéiï d^uît «eit« derniire propuition du calcul int^il ; 
Vàti» MHtemant p«ur le cai oli ['une det d«ns fac«i planes de t'oojiet Ât 
.jerpeadiflitUice i. l'axe, du c/Undw. (Ko/cr -jm-caim} 
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' 61 Soient pr^seiit«meat , sur an faémÎAphèfe APB ( fig. ft ■)', deu|i 
pélits cercles parallèles k c^luî qui sert de base i Vhém'aphin , et 
conterons qu'ils soient eoupës'tous trois en M , M^ , TA." par un uiém* 
nëridien. Farces points d'intersection menons drt - isngeMM k té» 
trois cercles , prenons arbitrairement, sur la première MD = ME, par 
fixe O? et par les potots D. et E , faisons passer des plans -qni 
^termineront sur les deux autres tangentes à!t$ parlfes M'D^csM'E^ 
«:M''ly=sMi''E^. Les trois droites DE, D'E', IV'E'' appytien- 
4ront ainsi k t« surface d'us même cylindlre cireonscri* à la spbére^ 
IM Ib poriibi^ DD^'Ë de eette surface sera (S) ëqniralente à un 
Tectaagl* ayant pour tkauteur "D'^R" et pour haae la distance- CC 
entre les centres des deux, petite cercles ; et cela soit qae ces petit* 
«ercles appartiennent S un niéme bémispAire «u qo'its se iroarent 
kitiiés d«ns les deux hëmtsplièrM oppose» ; et , quant ï la pyramiAs 
^ut, ayant cette même snrfaeepoor base, aura son sommet an centre d^ 
■t'hémisph^re , son volume aura pDsr expresarnnl'eprodoitdetsmultît- 
'plicatiou de l'aire du. rectangle dont il vient d^èlre question par le liera dib 
tiiyon du «ylindireou ,ee qui revient aa même,- de celui de la spbère. 
'- Si nous revenoM prësenlemeat ii notre quadrilatère- sphërique- 
cen«d<é»^ ei-desstM (3) et .compris entre deux rn^iidien» et dfrux 
parallèles (^elconques , noua versons qoe , d'apris ce ipii préoède^ 
- i'usemblage de portion» da surfaces eylindt-îqpe- dont il est l'a U^ 
mite est équivalent i. on rectangle q^i- ayant pour hxiHeup la letv 
gneur de- la poEtioa de poly^ne régntier ciFcooscriie k l'équaleur^ 
de telle sorte q|iie ses eôtès soient parallèles i. «eux. des portiOD» 
de polygones réguliers cÎKonscrites aux deux aws de parallèles qui- 
terminent le quadrilatèie , et pour hauteur, l» distance entra le»- 
centres de ces deux parallèles t et que le volume de la py/amide Qui r 
ayant' cet assemblage de portion.de surfaces cylindriques pour base ^ 
i son sommet aa. centre de la spht:re , est le produit de l'aire de e*- 
nAme rectangle par le tiers du nyoQ: de cette sphère» 

1. £& saaHnb donc de Ib L U litnits ,. on. EcoonnaJiM. iV «^ne-^ 
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35i SURFACE ET VOLUME. 

poorol>(en(rI'airc(Iu quadrilatère sphërîque compris eDtreJeuxmJridicnl 
et deux parallèles queiconr^ues, ïl faal multiplier l'arc de l'^qnateur com* 
pris entr« les deux méridiens par la dislance entre les centres det 
deux parallèles; 2". qae, pour obtenir le volume de la .pyramid» 
tphériqûe qui, ayant ce même quadrilatère pour base , a son som- 
inat an centre de la sphère , il faut siiillîplier l'aire il« » basa par 
le lîers du rayon d« la spbère , ^ 

EiJjeU on conclura sans difficullë i". queTairé du faseiasphériqnt 
Cit le produit de la multiplication de l'arc de l'équaleur qu'il inter- 
cepte parle diamètre de la spbère, a^quefaire d'une sânb sphériqu* 
'V bases parallèles est le produit de la muItipUcatioD dela'circonr 
féreace d'un grand cercle par la distance entre les centres de sea 
deux bases , 3°, que l'aire d'une calotte spfaériqae est la produit 
de la multiplication de la cîreoaférence d'un grand cercle par la flécha 
de cecie calotte ; 4'*< qu'enfin l'aire de la «orface sphérique entière' est 
le produit de la circonférence d'un grand eercle par son diamètre. 

Et de II résultera encore que le volume soit d'un onglet sphë- 
riqiie, soit do corps terminé par une z<^ne eC par deux surfaces conw 
ques de méraea bases qu'elle , ayant leur aommet commun au centre 
de la sphère , soit d'un secteur sphérique, so'U enfin de la sphère 
entière, est le produit de la multiplication da l'aire du fuseau, da 
la sône, de la calotte ou la surface sphérique entière qui le terism* 
par le tiers du rayon de la sphère. 
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QKESTIONS RÉSOIitES. S5Î 



QUESTIONS RESOLUES* 

ISolutîon des trois problèmes cCanalîse tranàéendantét 
énonéés à la page 247 du présent volume ; 

P«r M. QuEBBST , chef d'institution t à St-Malo. 



jTROBLÈStB. Assigner la samme ^ait de c^acaiu des tfeit 

suites infinies ^ poiei •* . 

* .. , 
«Cm.* aiCo),3» a^CmJig ei^Cot.'jx , . 

M Cas.:rCo>.r Co1.sxG01.3r , Cas,3xCos.3r <>».4«C<m4j' , ' 

3-. ; + (-.« 



Solution. Ifons allons déduire la sommation de chteane de ces 
''trois suites da tliëorème'que nous avcas ëtabli \ la page 107 d« 
ce volume, et que noua rappelons en ces termes: 

Si l'on représente par t (0) la somme' de la suite iofiaîe 

dans laquelle ^^'i -^i * ^i • •« Bo°t supposa représenter des coeifi-! 
£ieiu numériciaes ^ les commes des deux séries 
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A+;^,«Sinj+^,«"Sin.M+^jo'Sii>4»J-^^«<Sili4*+~I 
tetont Tmpteûnmeta 

f[aCCo»^-4-t/^Sin.»)14-ffa'Ce«»— l/^Siiij>T 

f[a(C8^■^^^^■l/Z?S^n,J)^-f f à(C^)^Jt— /:jSiD.j)T 

«Gela postf^ on- a- 
-• ■ ' V 

a '«s , sï. af- at . «, . 

- — 3-+ - -,- + - _...^.«Aro (Xtog,:^ i 

dbno- ».'' la tomma de la tit't» 

aOuj «■C04.3» , a'Cos^ alCiaTs 

aéra. 
Arc'rran|i.»j(Co»j4'l/::rSiii,»)-T»Are[Tan);,=àfe<».j~|/ZT^ii Yl' 

^ieot M' le prenier de ces ares et N-' tb second.,, ou. aoea., pour 
]à, aMuiM de la <<ria — . , et da plu 

^ Tangaf=wi(Gasj+v/=rSiB^)-,. 

I»i>S,ifc«(Cosj— K'«Siii.»Jj 
foi. . ' -, 
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tfoii 



4om 



Taiig,KTaiig.frs<* t 

1— TangJlfraiig.Jfesl— «»î 

jf+jv=A«cr.Dg.= î^') , 



duc CBfii 



!^'=lA.ecr„g«ï^ 



qui sera conséqaemmeat la aomme fioia deouadëe .dèla premï^ 
dei tr(H4 séries infinies proposées* 
Si l'oB suppose a=:t , on a ^ ^ . 

flone, comme oa le savait déjà, 

^el que soît w, . 

En second liea ' ^ ,'u 
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jset (QUESTIONS 

, ï «ï -1.3 «fr , i.3v5 fl^ , , „. 

«i r "* 7-T+— 7T h—=»ArcfSitt.a*); 

a a a.^4; 5 *4.* 7 

•inst qu'il est aisé die 9.'eg assurer , en îtatégrant pic Ifs léiùcs 1^ 
foDCtioa diiTëreatietlq. 

diûnc , la. somma de I» s^V 

^ ^ a. ^ a.4, 5. + ^6 ~ '^■- 

Arc(Sîp.=C6s.i-t-|/rB;h.i)4-Are'Sipj=CM.j— i/r^Sm») 

a. 

Soirat J> b gremicc de ces. trci et Q^ltt teeond:,-. la lomme cten^ 
jlhéa sers donc 

r+Q-' 

eL l'on anrss 

SrD.P=Cl».J>4-t^=ÎSiaJ^,. 

Sin.Çseolje-l/JZISinjr;. 
ïoi. 
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PB. fr (Unett» r~ 

Sin J'Sih.Qa r ; 
Jonc 

Co».(P4>^EsGo«JH^.Q— SiaJ'SiQ.QsaSio^Coc^-ii 

donc »iu^ * ^ 

F-f ^jsArc(ÇM.=2Sm jiCoiJ^— i ) ^ 
•t pac sultfr =^' 

-Z^ at — Arc(Go9.c3Siii«>Cos;«— r); 

qai Mt coaWqaeramenL la somme finie demanâte de la tecondo d«a 
trois séries iofinies proposëeti 
Si l'on suppose f =0 , on a- 

—ï-^ as — Are.(Gos.s— i)b^ ;. 

dboc f comme on lé saTait dëjï ^ 

Qoaat k la troisième série > on peut h mettre son» cette forine 

__ __ + _ __ +... I 

, C<il.(»-f)- C«i.»<»-y) , C6»^»— y) C<».4(i-y) , f 

+ T^ -7—+—i i— rt-~y 
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35ft QUESTIONS 

Or OD a. ( p8g» i'4 du préient volume J 

Coï.a Coj.2» Cog,3« Coi.4» _. I T #- . , 

. — ^ 1 H — =Log.î+Log.Coa.î*; 

c'est-&-dire 



'f»H. = Log.2CoS;f ; 



'1 a ^ 3 4 

en changeant donc, tour à tour :e en x+^ et # — ^, il tiendra 

Co..c«+r) Co.a(H20. CoUCx-b') c«j.4(»fr) .-./.., 

• - , 7^ H 3 1 +".=Lo6 aCo5.i(*+r) 

— _ j. _ _ +„^Log.aGos i(*-y ) 

donc, en prenant la d«mt-somme, 

Cat.*Cos.y Co» ajcC<w,ay ^ Co>.33fC<n.3y ' 

i + 3 

.*';{Log.2Cos.i(jr— ^)+Log^Cos.:(j:+)')} 

ov encore 

Coj.KCoi.r . Coï.aaiCM.a*' Cos.3xCoi.3r „ ,- .. 

j-^ — - * H 3-^— -.^L*»s4Coi.îC«-y)Cos.i(»+yJ 

mais 

aCos.;(*-y)Co8.^j+y)=Cos^+Co8.^ 
d'ofiC 

4Cos;(jr— y)Cos.:(j:+^)=2(Co3.jr+Cos.y) 

-d«nc «nfîp , la somme fiais de la Uoisîèma d«« saites infinies pr^.; 
fpeées en '" ' 
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RÉSOLUES. 359 

^Log.(a Coi. jr+aCoa./) ; 

SI, aa lieu de prendre la demi-somme des deuxsdries cî-dessus; 
fijfi prend leur demi-dliFëreDoe , on aura 



= î^og.aCos.^jT— jr)— Log.aCo8.ï(«+^)} ; 
on encore 

Sin.xSin.y Sip.aatSin.ay , Sin.3j:Sir>.3y , Coi.îf»— yî 

coi.îC^+r) ~ »co..4(«-+^) ■" i+c«.c*+r) ' 
donc en£n 

5Jn,«5io.r iSin.»*5hi,w . 8iii.3a!Sîn,3r ., Cotje+Coî.r 

> a ~ 3 ••• . e ,+Oa^x+y) 

Si, dans ce Hsulut et dans le pr^c4den<, on falt^s=jr^ iU de- 
viendront 

__ _ 1 _ _« +.„= _Log.4Co».*, 






i-|-Co*.aar 



En r^sumt!, n noos faisons abstraction des divers rësahats partï- 
~eulîcrs auxquels nous sommes panrenus | et qui n'avaient pas i\A 
demandas, nous auron^i 
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36o iQUESTIOHS PROPOSÉES. 
... JArc(T.=g.= -;3^ )= -; ^ +—5 ..-;; 

, . ,„. -. ^ % y^ . » Co».3« , 1 3 Co»5» . 
3«. f Arc^Sm.=2Sia.*Co3j>-i)=Cos,3+ "** — 5 T -j — g — K-". 

. ,r ,^ ,„ . Co*.sCoi.r Cos.axCai.9r . Coi.3xGoi.3v' 

3." ;Losa(Ct»S'*+Cos.>-> — i ;— ^"^ 3"^""^ 

résultats qu'au sarpliis on peut pr&entemeat: vërifier. d'un grsndl 
nombre de maQicres diverse]. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Froblèmee de Géométrie,. 

n. JJéTEHHINER U sarface conreXACl le-volame de l'ofigïeico-- 
niqua détaché d'un cAne droit du càU de sa base par un plaa. 
pasMtit par le centre de cette base. 

L- Soit menée , sur «n plan, une ligne droite d'une longueur 
égale i celle de la moitié de l'un des méridiens d'une sphère, pris. 
d'un pôle it l'autre; et concevons que, par chacun des points de 
cette droite, on lui élève une perpendiculaire égale en longueur au. 
parallèle passant, par le point correspondant du demi-méridien ; da- 
manière que toutes ces perpendiculaires- aieni leurs milieux Sor la- 
première droite. Les extrémités d^. ces perpeudiculaires se trouveront' 
sur une certaine courbe fermée, ayant évidemment on- centre et. 
deux diiimètres principaux. 

On pro[u>se de d^tcrmioet. la nature de celte co«rbe, et d'en éva»- 
laer la surface?; 
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SOMMATION DES SUITES. 56i 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

Essai êur la sommation d'une tuasse très - générale 
de séries j 

Par M. QuEHRET , chef d'institution à St-Malo. 



1 . Jr AR l«s premiers principes de la théorie des fonciioDS circulaires ,' 
oa a 

2Co»jCosb=Co8.C/+i»)+Cos.(/— b) i 

d'où^ en maltipllant par aCos^i 

4Cos./Cos.uCo3.«>:s 3Co9.(<+sJCos.p + aCos^/— »)Cos.i' ,' 

Mats si , dans U première ^qoaiion , on cbange sncceasirement / 
«D /-f-w et eo t — » et V en r , il viendra 

aCos.(/+«)Cosi'e=Cos.C/+»-h')-|-Cos.(/4-»-p) ; 

aGos.(/— ii)Cos.^=aCos.(/— u-fr)+G«s.(/— H— p) ; 

ce qui donnera , en snbsùtoant dans la seconde équation , 

i(CofciCos^Co»#=Co».C/4. ■+p)+Ço8.(/+«— c) 

^os.(/— B+p) . 

4.Cos.C/.-«— f) 

Tom, XIII , n." XII ,' ï." juin i8a3. 5i 
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3fia SOMMATIO,N 

Ea muliîptitnt de nouveau cçlle-ci par aCosrf , il viendra 

8Cos./Cosj*Gos4'Coaj=3Co».f/+B+f)Cos.j+aCos.(H-»— (•ÎGmj; 

+aCo»,(<— B+»'yCos.* 

+2Cos.(/— tt~-9)Cosa 
maU , par la première équation , 

aCo«.(/+B-H')Co».*=Co8.(/+B+*'+*)+Cos.(<+«+c— j) , 

aCos.(/+B — f)Cos.jr=Co5.(/+"— H-jf)+Cos.(/+b— »■— *) , 

aCo»^/— B+OCo»^ = Cos.(/— B+c+:r)+Coa^/— B-f»- — jr) , 

aCo5,(/— B— •p)Cos^=Co8.(/ — »— f +*) -|-Cos,(/— a— P— *) ; 

substituant donc ces râleurs daiur^quation pr^cédeolej elle deviendra 

4-Co».(i-fB— !•+«) -^Co».(i— «+«—«) 

•fCoi.C»— ii-w> 

et on pourrait atasi pousser le procédé si loin qu'on voudrait. 

3. Si présentement on fait s égal & l-|-* dans la première , i 
/-(-B-t-^ dans la seconde, li/-^B-f->'-f'' dans la troisième, et qu'en 
outre on fasse «±j dans l'e'qdàtiôn CosJ=Cosj, on aura 

Pour un arc , Cos./=Cosj , . - 

Pour deux , ' aCoi./Cosji=Cos.j+;Go».Cj— a/) , 

'' — -*' '' •4-ïCo5.(j — 2U) 
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■ Tout troU ; 4CouCo«a(Co8.p=Cosj+Co9^j— 2/) , 

ri-Co$.(s—2u) 
•+Co9.(s—ap) 

-(-C0J.Cf-AU)-4-fC<».|>— zCf-ff)] 
+C<».(J— ïc)+ r Co».[ï— a(ii+c)] 

ejt ainsi de suite. 

3. Si , dans les résultats auxquels noua venons de parveDir , oo 
change respecliTement / , »,»•,« en ; w—t , j »— » , ; w— p , ;— * . 
il viendra 

Pour un arc , Sin./=+Sin./ ,' 

Pour deux , aSia^Sin-Bs:— Gos^+7Cos.(]r--3/) , 

+7Co3.(j— m) 

Pour Irois > ^SiD./Sinj/Sin.f=:— Sin./+Sin.(j'— 2/) ; 

+ Sin.Cf— 3a) 



, Google 



364 SOMMATION 

Poar quatre^ 8SiajSio.»Siii.i'Soja=4-CoiJ— C<».(i— a()+îCoi.|>— a(/4»()} ^ 
— Coj.Cï— aH)+ rCoi,[»— ap+c)] 
— Coa-C*— afH-tCos.[* — Ka-f*")] 
r<<:o).(<— M)+ îCoi.t*— aC'+»)l 

iei ainsi âe 9uît«. 

4. Pour écrire ces formules sons une forme plus briève et pouvoir 
eo généraliser l'expression , .adoptons les notations que voici : /, 

u, », s, étant des quantités en nombre quelconque, et F la 

caractéristique d'une fonction quelconque ; nous poserons 

ÏF(/)=F<i)+F(«;+FC*')+Ff*)4-.-« 

2F,^B)=F(Ml)+FC^^•)+F(«,^;^-F(^*)+F(B.*)+F(.',*>+•.-. 
ÏF(/, », p)—Yity «,^)+F(i , », *)+F(/. ^, *)+FC«, p, jr)+...,. 



On voit d'après cela que, ù les quantités /, u, f , x, 
«ont au nombre cte a p 



ÏFW 




aura — termes ; 


*F(/,«) 




aqra termes. 


SF(«,..0 




aufa — ■; ^-T- teraiea; 


SF(/,«,f 


*) 


n n— I n— a n— 3 
aura — ——.-——-termes. 
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On Tott tsM2 , d'aprè* cela , ce ijtie signifieront 

S Siii.(<— a/) , SSin.[*— a(/+i()]» ï Siii.p— «(<+»+*■)]» ...i 

SCos^j— a/) , SCoa.[*— a(/4-ii)l . ÏC(».[j— a(^+H+c)] ,••.« 

et toutes les autres expresaîoDS analogues. 

5. Au ino;en de ces noutioiu , les résultais auxquels tiou« 
jommes parreous ci-desaua (a f 3) pourront étxe écdtf comme il suit ; 

Pour un arc, CosJ=Cos^ , 
Four deux, aCeB./Cosji=a!Co»^+fSCos.[<— a/] , 
Pour trois , ^CosJCoajiCosj'ssCoM+XCoi.ls—itJ ; 
Pour quatre , 8Cos./Cow(Co5rf<3oswr=GQ«jH-ïGo».[j— a/] 

Four uo are , SiQ./=:-)-SiB.f ^ 
Four deux , aSin./Sinj«=— Cosj+îXCos.[*— a/] ; 
Four trois , 4SioJSiD«Sia^ss— Siu^+^Sin.];/— a/J ; 
Pour quaue , fiSln,/Sln^SliLfSia.irs+Coaj— SCos.[i— af] 
:i-;ïCos.[*— a(^+«)l 

6. La loi de cm âirers résaltaU deTenant ainsi manifeste , noiil 
pourrons , en la géneralUaot , parrenir aux trois lemmes que Toicl : 

/ , H > ^ , ar f ....*. . ëtant des arca en nombre queleonqne n i 
et leur aomme t « 
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LE M ME r. 

Oq a t V^^^ T^^ '°>' ^ •' 

2"* ' Cos./Cosj(Co8.pCob^.«..= Cos J+ÏC09. [s-^it} 

+SCos.[i— 2C/+b)J +ÏCos [i— 2(/+a+p)]+ .„.. 

la suite devant être poussée & «uiant de termes qu'on pourra le 

faire, sans que le nombre des arcs t, U, c, , dont le double 

de la somme se trouve retranrhé à < , exeède la moitié du nombre 
n , et le dernier, tertne devant être réduit à sa moiiié , lorsque 
n est un nombre pair. 

LEMME ir, 

Lon(]ue n est un nombre pair, on a 

^:2"-'SînJSin.iiSia.cSinrf.....=:Coa.J— 2Coj[/— a/] 

H-ÏCo8.[j— a(/+B)]— 2Cos.[j— 2C/4.i(+p)]+..„„- 

le signe supérieur ou le signe infërieDr devant être pris , suivant 
que n est de la lorme 4/ ou de là forme 4i-^2 . la série devant 
s'arréler au terme dans lequel le nombre des arcs / , tr , #,..»..> 
dont le double de la somme est retranché i ; , sera précisément 
égal à la moitié de n, et ce dernier terme devant être réduit k sa 
moitié seulement* 

LE M ME HT. 

Lorsque n est un nombre impair, on a 

dt^"~ ' Sin./SiD.BSin.pSin.jr =Sin.j— aSm.[j— W] 

rfSSin.[j— 3(/+b)]— «Sin.[j-3(/+B+F)]+-.-«. 
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le •!gii« tap^naar on le ngae ioférleur devint ^Ire pris suivant 
^ue n est de U forme ^i-^i ou de U forme 4'4*^ , et la séria 
devant être poussée & aillant de termes qu'on pourra le faire sans 
que le nombre des arcs t , u , r ...... , dont le double de la somme 

■• trouvé retranche k s , excède la moitié du nombre n, 

7. Si pre'senlement nous supposons tous les arcs /, u, p,,;m 
égaux entre eux et au premier , ce qui donnera J=n/ , nous dé* 
diiirons , comme corollaire* de ces trois lemmes , le» formule* 
connues que voici; 

'CoroUûire 1. 
On a , quel que soit le nonibre entier positif n ; 

3"*-'.C05.V= C08.B/+ — Co8.fB— a)<+ — '-^^ Cm.(^— 4V 



s^ie quil faudra pousser aaisï lom qu'en ponira lé fatre , mm 
admettre d'arcs négatifs > et ou U ne faudia. prendre seulement qw 
la moitié du dernier terme « si a est un nombre paii* 

Corollaire //, ■ 

Lorsque if est un nombre pair^ on a 

:+;2"-'.Sin*/=Co3Jï/- — Cos^«— 2)/4- -•■2^Cos.(«-4)/ ; 
- - -j- . — Co..(«-6)/+™. 

le signe supérieur ou le signe infe'rienr devant être pris , suivant 
que n sera de la foroM 4*' ou db la lorijie 4H:^ > ^' 1> »^'>o 
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devint é(r« poussée aassi )oia qu'on pourra la faire lana y admet! rt 

d'arct négatifs, en rédutsam son dernier terme à sa moitié seulement. 

Corollaire II L 

Lorsijne n est un nombre impair, on a , 

i+;a«-«.Sin."jr=Sinjïjf— - Sin/n— a>+ — — Sin.(ii— 4>r 

""7T~"r S"(«-4)^+ 

le signe supérieur ou 1« signa inférieur devant ^tre pris . suirant 
que n sera de la forme 4'+i ou de la forme 4i'-f-3 , et In série 
derant être poussée aussi loin qu'on pourra le faire sans y admettre 
d'arcs négatifs. 
8. Soit 

f[tf]=^.«+-<.a*+^,a»+-^,aH--.i 

une série infinie que l'en sache sommer , et dans laquelle À, t^*> 
Jf ,...« sont des coejfieieas numériques ; on aura les deux remarques 
suiTantes ; 

Semar^ttg /. 
La somme finie de la série infinie 

^.jCosJ+-<.fl'Cos.a/+^,«'Coi.3/-|-^<a*Cos.4/+.-^- 

f[fl(Cos./+v/=rsîn./)]+fi;tffCo8^— t/rr^inj^] . 

- a ■ 
Btmarçuê II, 
La somme de la i^i« infiiue 
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l[c(Cot.t+i/~,Sm.ty]—f[ii(CotJ —i/~S'inJ)'\ 

s^e 

, £d eifet, i^ soUanlla définition êe f[â2> ^^' sommes dbs deux lérie» 

-#^CûSJ+/riSin.;)+-^,a'(Coa./+t/=rSin./)'+^,*VGo»^+V'=:Sin.O'+-i 

<ra de leurs ^quiralentes 
MQt respecuremenif 

iftfCofc/+i/=rsiiij)i » f[<i(Cosji^i/=;siDj)i ^ 

donc la deml-somme de ces deux séries et le quotient da leur deiw-^ 
dîffe'nenoe par l/^ » lesquelFes ne sont autra chose que les déoK. 
* séries proposées ,.doiTeot avoir respeairement pout sommes-Ia demi- 
somme de lours sommes respectives et le quotient de ïk deroi^ 
di^rence de ces m£mes somme& par t^^-, ainsi qiie nous l'avoDs^ 



g.. Soient lespeciîrement- F£/ly. ^'['1 1^^ fonaions tazqpelles 
H réduisent- 

f[<i(Co«.*+-/^:sùu/)j-ïpf|;fl(Co»j^/:rBioj)3 , 

ftoCCo8./.+t<^Z7Sin/j]-f[g(Cos./— •=îfiUi./)} i . 
Xom. Xm. 5k 
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lorsqu'on les a dëbarrassëes des imagmaires qu'elles c^rîeimeDt^ 

au aura les théorèmes suïvans : 

THÉORÈME /. 

X^a somine de la série infinie^ 

^,aCosjCosjtCos.p. . ...'.•hj^%a*Coi.2tCoa.3uCo»,^P,, : ; ;:• 

+^,a*Cos.3/Gos.3uCos.3f. ..;.... + ••••••*• 

dans laquelle on suppose les arcs t , a , p, «*... au nombre de n 
et leur somma s , a pour expression ÛDie 

I;|FWfSF[>_«]4-SF[^-</+i.)]+ïF[»-i(4^)+.,..| 

en observant ,par rapport \ la limitation de «elte série * ce qui a 
déjà été dit ( Lemme I ), 

THÈOBÈME II. 

Si n est nn nombre pair , la lamme de la série iafinie 

^itfSin»/Sia.uSîn^. •^J ^i^S\o,2tS\n.iuSia.ip. 

H-^id'Sîa.3/Sln.3vSiii.3f + : . 

a pour expression finie 

± ^ JFE.]-SF[^a/]+SF[5->(/fii)]-ÏFl*-.C/+B+i.)]+.... j , 

«n obserrant , pour le signe et la limitation de cette série , ce 
;gui a été prescrit ( Lemme II). ' 
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THÊOnÈME ///. 

Si n est nu nombre impair , la somme de la airit infinie 

J^aSiDjSmjiS'in c. >f-//,a*Sia.a/SiQ.30SiQ.af. 

y^J ja*Sin^tS\nZoSia^ + 

a ponr expression finie 

+ i.JF'[i]-2F/[*-2/HSF'[j-2(/+B)]-SF'[j-a(/fB+F)]+"..|î 

eo obserrant , pour le signe et la limîutîon de cette série , ce gui 
a éié dit' ( Lemme III )» 

Il nous suffira de démontrer le premier de ces deux, tbe'orèmes 
pour faire voir de quelle maDÏère doifent se démontrer les deux 
qui. le suiveot. 

Far le Lemme /, on a successif e ment 

a— 'CosJCosj(Cosj'....,=:Cosj+ïCos.[i-3/]+2Co5.[j-^3(/+«)]+." 
a'*'Cos,a/Co8.2HCo»^c... =:Cos.3 j+SCos.3[*- 2/]+ÏCos. 3[«*a(i4B)]+... 
a— Cos3/Cos.3HCo».3*'«.=Cos.3j+SCos^[j.3/]+*Co5^[j-a(H-»)]+.., 



En prenant la somme des produits respectifs de ces équations par 
zÀtOf zÀ^tt' , nffO* ,..^,t la somme des premiers membres sera 
la suite infinie proposée multipliée par a"/ quanta la somme des 
seconds membres elle sera composée de cette suite de séries infinies 
que Toici s • 
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a(^,tfCos.f+.rf,«'CD».M4--^,tf'Co«.3*4'— "J 



Or^ d'après la définition de la fbnciion F et la Remarque I, la 

FM 
somme de la première série est et les sommes des autres m* 

TÎes, sous le sigue X, sont successivemeat 



«n les ajoutant donc et divisant ensuite par a" , on obtiendra la 
somnie annoncée de La série proposée. 

On démontrera Les deux autres théorèmes, à l'aide des Lemmes IS 
«t m , comme nous irons démontré celui-là à l'aide du Lemme I, 

10. £n supposant, dans nos trois théorimes, que les arcs t^ 

m, P, ~ deviennent égaux entre eux et au premier, ce (jû 

donne i^ttt , «0 eu conclut les trois corollaires ^ue voici : 

Corollaire L 

Quel que «oît le nombre entier positif n, la -somme de la série 
infinie 

jrf.tf Coj.'/+i^,o»Cos *3/+-rf , a*Cos."3/+.«« 

a pour expf«ssion finie 

^ {f[»«]+ ^ F[(..-s)/î+ t.."J=l F[(>.-OT+ ...... I i 

tDobserant U» limiuiîoiu pr«3CTU«s (7, CoroUmreJy. ■ . 



I 
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Corollaire IL 
Si n est nn Donbre patr^ h somme de la série înfiBM 

4 pour expression £iùe 

. ± f. I FM- 7 Ftr»- ^) *J4- 7 —' F[(»-4>]-....| 

«n «bserrant , pour le choix da «igoe et pour le Bond)rt ilel 
4ermea , ce gui a été prescrit ( 7 , CoroIlotr£ Il ^ 

CorûHaîre IIU 

Si n est un nomltre Impiir, la somme de la série infinie 

^,flSin.'/+^,o»Sin.''a/+-rf,*»Sm."3/4--rf,a»Sîn."4/+-— ;. 

a pour «xpresBÎon £aie 

± r. jl^[»'I- 7F'[(*-î>]+ l.-'^F'KB-fl*]-.-] 5 

en obserTani , peer le fïlioix da signe et le nondtre des termes dq 
développemeai I ce qui a été prescrit (7 , CoroU^irê UI)^ 

Btmaryve giairale, 

II. Comme tontes }es séries que bous arons «onsidérées ( 8 ^ 
9, 10) sont dépourroes de leur premier terme > il fandra avoir 
soin , lorsque le contraire arrivera , d'ajouter ce premier terne \ 
H somme donnée par ce qui précède 
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AmicATioa l. 
13. On sait que 

' I 1.2 ^ I a.3 ^ , J.34 T^"* ' 
d'où 

■ ^ I.i ^ l.a;i ^ ,.a.34 ^— • • 
de sorte qu'on a Ici 

^one , I.* h somme de la série 

"Cp*-* , a'Co»-a< a^Cot^ otCoi.^* 
■ >•> i.a.3 ■*" I.1.3.4 +•"• 

sera {lUmari/ue I.) 

( .CCoi.(+V=Siii.O_^|^t .(C.K-V=:SioJJ_ 1 
eu bien 



. . +' .CM 

2 : ' — r--.i=ae .Cos.(<iSiDj)- » 

^e sorte qu'en «jpaUnt 1 de p«l et d'autre , on • 

•^ , i ^ ■.• ^- 1.2* + ..a.3.t +-- 
3.* La somme de U t^tie 

' '^ *^"-''' ,' g'Sin.ri ■ aKMf aiSin.^ 

■ ' • '■ "TS • TiF * 1.X34 "'"~" 

•eta ^Hiiiurfm 11). ■,., .. . ,j ,■ 
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i*_ — t j— t^ * I , 

a/— «" 
01 bi«n 

de «on* qa'on lart 

|3. D'apris cela, od «nra ici 

F[l]=a[***"'.C<».(*Sia./)-ii, F'[/]=M"*^*^.SÎiu(aSiDJ) î 

8Dl»tiiu'aDt donc ces valenn dans lea formoles cî-deBSiu (g, 10); 
Boua aurons , par le Théorime î , quel que sok a , ' 

'+ — \ + n ^ ;:i3 +• -* 

== -_!_ {/*="-'.CM[flSiii^]+ï*''^*'*"*^.Co».[«S:n.(*-a/)] 

+S*"*^'^'"'^''\C(M.[iiSiD.f^-a/-«J]+^) î 
par le Thiorlntê II , pour q pair , 



(*] Koa« nt coimaiiHOiu fu «ocore le C*iiri i'analiie ât M. Caqcbt , ob 
la prcmUn cl* .«ei d«ux •^îea •« Iroivo Mmmée , loTiqae nous en tirout iosaé 
la tonaap , à U pa^e 107 du pr^ient Toliime. 
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BSÎn.fSîn.pSin.i'^ , o'Sin.afSin.awSig.ai'... •ISîn.34iD.3uSiiI,3tth; 

1 ' â ' ï ; *"••* 

, . aCo«.(i— a(— au)— ^^ . _ 

+ï« ^ .t;ca.[tfSrn.(*— a/-a»)3-.... }| ;; 

par le Théorème III , pour n impair ». 

SioJSioJtSW,.. ■»Sin.a(Sîn aaSin.a^ aîSin.aiSin.SuSln.Sfrj.. . 

-■ -^ T + ï +- 

="i jrr; f«' .Siii.[oSio^]-ï<° '''~'*.Sin.[3Sio.(j_a/)] 

+Sf ■'.Sin.[oSiii.(i«.a/— a»)J— .«] ^ 

par Ife CortlTsire /^ quel' que toll »> 

'+ -r- + -77-+ -TTT- + TTâT +-• 
.»=vb|'"^'co..[.Sl.«r+ ^.•=~"-^'.Co.t.Sin.(»-,J<.3; ■ 

« n— I <eM.(ii— 4)1 , „. , 
+ — "T"'- ii»,[«S.n.(n_4)/l+s,...J,;_ 

go^ 16 Càre/tairt II, pour « palf , 

'• la i.»3. "*" i.a.S4 ■*■ — 
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et pv 1» CoreUatre IIJ , pour a imp«ir , 

— - — H H — h -— +«.. 

s 1^ 1^,3 1.3^4 

n n—i aCoi.(a— 4)ï -. .-j. ., ,. - , ) 

^ , g .Sin.[(rSMi.(B— 4)/3+.™.. J . 

i4* Si, par exemple , ou aupposç n=a, les première, deuxième > 
quatrième et cinqiiiène formules deviendront , en ayant toujoura 
égard aux limitaiioDS prescrites pour les seconds membres , 

1 i-a i.a.3 ' JJ.34 ^^ 

=+ f !/?"""^'.Co^[<.Si».(/+»)] +/=°"»~'.Co..[«Sia.(/.B)] ) , 

^ gSinJSm.u a'Siii.afSiti.Mi . aiSii.3fSh.3M , «iSin4/Sin.4ii 

* >»» i»aJ 1.2^4, ' "T**"* 

=_-y/«=»'-P+-'.Co.[.Sin.(,+,.)]-.-»>«'-">;c«.[.Sm</-.)]j: 

« . , «Coi.*»- . a*Coi.'9f . 0>Go3.*3f , aGot^ 

î-' +'-r-+ .., I „j +■•=+;'' "^.e«.(.sin^,)+^i. 

, «3iii..t ii.Shi.-« , «iSin.-3 ( , .Cotjl „ , „. ^ , 

«^ -; — I — ;;; — ^"~i;X"+™=— ît' .Cos^aSuuO— i^) ; 

Ces deux ornières fofinalea aTaUnt d^ji été données par M. SteiB , à 
la page 113 du-préaent Tolume* 

i5. Si l'on anppeie n=3 , lea première, Iroitiiue , quatrième 
et aixième formulée deviendront 

7oli. XÎU. 53, 
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. aCai^Coi.uGo«.f . a*Coi afCoi.auCM.ic 8^Coi.3'Coi.3uCo«V ' 

"•■ ■+ r— + + ru +-• 



=+; 



„'"'^'*+"+".Co,.[»Sin.(,+„+)] 
+«°'^°'''"'""~''.Cos.[aSm.(/+a-^)] 
+.'"^'"-*-**-".C.s;r<.Sin.t.+,-0] 



aCoa.(y+t--^) 



.Cos. [ flSin.^f+Z— a)] 



a'Sin.atSin.ai/Sin.ac d^Sin.3fSîc.3ukSin.3i' 



.— * ^in.[«Sm.(u-|-*'— /;J 

— •«, ^în.[cSin.(f+/ — b)] 






^ aS'in.il o»Sin.*3r o'Sin.'Sr 

I J,a 1.3.3 



==-;{.°'^°'f.Sin.(aSla.3/)-3/'^°'-'.Si>..(«S:n^)|. 



«t ainsi do suite. 
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JppLrcATioy II, 
16. On wit qa'en faisant usage des logarithmes naturels on a 



<-t-''J=7---t-T- 

de sorte qu'ici 






f[.7]=Log.(i+a) 
donCf i.** Ift somme de la série 

aCtt.i a«Cot.a< o3C(».3( otCoa.^I ^ , ,■ 

«ra ( Remarqua I) 
Log.{i+fl(CQa.f+^/::7Sin.0î+Log.{ i+afCo»^— t/~Sin./) ^ 

OU' bien 

tog-K i-fflCoU)4-\/^flSin.f }{C I foCo».f )-V::7aSinJ} _ Log.{(i 4.aC(n.0»-f a'Sifi-'fi 

a. ■ 5 ^ ■ 

ou enfin 

■ ■'" — '■ ■ =Log.v/i+a«CM.ï+«=.;. 

3.? 1a somme de U sërie 

gSinJ a'Sin.if aîSm.3< aiffin.iï , ' ' 

Mra ( Remarque II) 

Log. j i+a(Co»^,-H/=75iii.t) I'— tag.i i+»(C<i./^|/=^Siii^) f , 

— j^= J. , 
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Eq vertu de la formule connue 
cette somme devient 

aSinJ _ , / «Sin.f \i , / »Sa.t ^ ^ ^ 
i+aCoïJ ' \i+aCotjJ "^ *" Vi-f-Cofel^ "^" 

«*e»t-à-dîre, 

1 7. D'après ceU , on avra ici 

s»l»tUaant donc ces valeurt dans les formules ct-d«ssu> f 9 , 10), 
Kous aurons , par le Tbéorime i t quel qne soit n , 

0Coi.fCM^at>.» «*GM.«lCoi.wCni.^.M «sCoi.SfCoi^Cos.Si'.,. 



*=+^ |LogVi,+MC«j44'+*Lo«y»+*»Coi.(|-3/>+«- 

p» le ZWor^ffltf i/, pour a pv^» 

«SîiiJlin.i(Siii.i»-, <*tinjfSiii.3H8în.aff... , g*Siii.3<tin.3MSin.3».« 
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^^i^r; i Log V >+"C<»fc*+<i— SLog. / i-f mCo>.(«— 3tj-4-«* 

pir le Théorème 111 , pour n intpair , 






4-ÏAi 



'[^"«-iSëi; 



«Siik(f— 3t— su) T 



par le Cortflhire 2 f qael que soit a , 

_ , ^ — « — ' T +.-^ 



+ - — p LogVi4.aaCoi.(ii— :0H-a*4-»» }• 
p*T le Corollaire II, pour n pair, 

-j j_ + __ j— +~ 

+ 7"^ LogV,+MC<».c»-4J'+«— j • 

'ftt lé Cori^leirt UI, pour n impair. 
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t 


a'Sin,"-^ ûîSifi."3/ a+Sin.-i/ 

. ' 3 4 ■•"•■•" 


,„rT.. 


• Sin.nl -1 » , Ct, oSin.W-,)!- 



i8. Sîi par eTemple , on suppose n = 3 , les première , deuxième , 
quairiènie et cinquièuie formules deviendront , en ayant toujours 
égard aux limitations piescrilea pour les seconds membi-es , 



aiCos.^C<,s.3u 



= + 7{Log.v'i+MCoi.C(+u)+«'4'^6V'+wCoï.((-«H-a»/ 



3." — ^; — + ^ — +..... 

, tfSin.'f o'Sin.»af «îSIn.»3f ' B*Sm.'4i 

4. — -^ - I - — +_ 

=— fîLog./I+ÎScônï+âï— Log.(i+«)} .. 

19. SI l'on suppose n = 3 , les première, troisième', qualrième- 
ct sixième formules donDeroot 

^ gC9>.<Cos.uCoa.t> o'Co».3fCo».3HCoi.af , a*Coi.3fCoa^nCoi.Sf 
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+t.Og. \/ l+5<ïC0S.((+U— fj+tf» 

4-Log.v/ ,4-2oCo..(«+|.— <)+j" 
+Log.v/i+i/.Coi.(.+<-B)+<i. 
a'Sin.a/Sîn.3KSiii.3c «îSm3tSÎD3uSin.3i' 



»3 



3.' 



ArcfT.ng.^ •"■■(■+°+' 1 

L ^ i-H<:o..(<+a+^) J 
-ArcrT.ng= '^'°('+-" 1 

L ° I+.CO. (!+«-,) J 

—Arc Tang.rs | 

_Arc rT.ng.= ■^'°:'"^-' 1 1 

L ^ .+.(C0!...+l-») J , 

a*Co».»3f a'Co».33( o*Coï.J4/ 



+...- 



= + ;ÏLog.^l+luCo*.3f-i-o»4-3Log.v'l+3BCo».(+o>î. 

4. — ; T—^—% T" ■*"•■■• 

=-,|A„(T.„,= -^iL)_3A.(Tan,= ^)|. 

30. Nous ne pousserons pas plus loin , pour le moment , ces 
ipplicailons qui n'ont , contmc l'on voit , rien de bien difficile > 
et qui conduisent à des résultats très-remarquables. Il nous suf*> 
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fisait d'iîtablir les principes généraux et de montrer It mtrche da 
calcul. Mais , dans un supplément au présent mémoire , nous nou*! 
occuperons de la construction des formules générales servant à 
sommer les séries infinies de la forme 

■.//.«Co!."/Cos;»«Cos.V.......+^.«'Cos."a<Cos.'2»Cos>3r_-; 

+y/,o'Cos.'3/Cos.'3iiCos.»3i. .+. 

i/,<iSiD.'/Sin.'iiSin.V.™..+.rf.i>*Sin.'j/Sin.»aiiSln.''ac„_. 

+^,j'Sin."3/Sin.'5i<Sin.»3i>. +._.... , 

lorsqu'on sait sommer la série infinie 

J,<>+J.a-+jt,t'+J^ii'+J,a'+ (♦) 



(*> PrcMjne ea mime tempi qna u qu'on TÎeal de lin nom tit pancnOf 
IKMU ivont reçu de M> Stomi de Gcnàve , «ur li MUMnation dei diTcne* cluMl 
de aërie» , un travail qui , lai» tUe au»! élenda que celui de M. Qoerrel , 
offre néannoiDa qoalquea ràuUiU cwieu «et que noua fenmi ptochunenenl 
Goonatlrt. 
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ÉQUAT10H DU 4.» DEGRÉ. 



ANALISE ALGEBRIQUE. 

Uésoîutton del'équation générale du quatrième degré; 

Par M. G.ERGONHE^ -^ 



%!« a siogulièrement mallipHë les méthodes de r^sotutioH* dei- 
équtlioDs du troisième et du <]aatrième degrés , et le. plus souvent 
tans- qu'on puisse supposer d'autre but aux auteurs de ces méthodes 
•que calai de faire autrement que. leurs devanciers. En^TOÎci eocore 
une ,. particulière an quatrième degré, qui noua parait n'être paa- 
connue ». et qui , outre qu'elle Mt- fort aimple ,. et- qu'elle 6'est 
poiot déptourvuft d'une certaine déganee,. est du- petit nombre de 
celles qui montrent bien h quoi se réduit finalement .la difficiiUé 
du problimè de la résolution général* des équations.- 

Soit r^équalioB^éoérale do quatrième dég^^sans^ second terme;. 

**+;»x»+yj4-r=o ,. (ï): 

d6ttt lès racines ineonnoes «oient représentées pu a, i, c, ^|, 
de maûèfe qt'o» ait - 






w 



asm. XIW 54, 
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Formons one t'qaatîon da iroUième degré dont Ie« racines wienl 

ah+cd , ac+-hd , ad+he ; 

ea désignant par y l'inconnue de cette ëquation , elle sera 

{Y—ah'~^d^(y^ac—hd)(y'-^—hc)—ti , 



ou bien 



y— («J+*<OC«+*'')M+*«)=o ) (3) 



OU en développant et ayant égard aux relations (3) 

Lorsqsi'on sait résoudre les é^nations du iroisièçne degré , on 
peut regarder comme eonoiie les trois racines de l'éguatîon (4). 
Jtcprésentons-Iee par A , B.^ €.; aous aurons 



'{*) En effet ,, d'aborJ Te coefficient an seeond leme ie IVqualîon (3) «•! 
iipia^duteiiiciit égal i ^p ; le développement de celui du troîtiinte revicDli 

^i M réduit. à —ir ; eoGn le dernier -terme peut |lce étr'Aùms 

■^ui revient k -,yi^^r, , - .. - . _. ,., ; , 

Ob pourrait f su lurplua , parvenir encore i l'éqnation ({) , qooiqne par oa 
■«alcal moini syméln^u^.^ jb l(|iiaiiun.l 4m' ^t, * r. ^ ^'^ ^^ éfwtivM {aj 
«t la suivante : 



j*^+.rf. 



y Google 



DU: 4* DEGRÉ. 387 

«+W=5 , ( (S) 
ed-k-hc^C ,. j 

équations qui, en y joignant une quelconque, des ëqnations (a)^ 
devront donner les valeurs des racines incounues a ^ b , c ,d^ 
lyaBoril f ea prenaot leur somete « oa a 

A'»rB-\-C=p i . (6) 

prenant ensuite leurs sommes deux à deux et ajant dgard à l'^qas^ 
lioQ CO»'' vient) eo vertu de la première des lîquations. (2}, 

ce qui donne 

Eh. prenant le produit des^quatlons de la première ligne » il vient 

il faudra donc choisir les signes des radicaux de celte première 
ligne de telle' sorte que Ipor produit soit de signe contraire à fi 
Brenaat enawt« la sovime de ces mêmes équations, on aur^ 
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de sorte que si q est positif dans l'équation , on aura 

tandis que si , au coatraiie , ^ est nëgatif dans ly^aatlon^ *tk 
<||falce racines seront 

*=xî— l/^5R;-V^5=V+ï/t=?l . 

Ifoof avons pv ramener la résolution de l'^uation du qnatnènM 
degré à celle d'une équation du troisième , parce qu'il existe une 
fonction non symétrique ah-\-câ de quatre 'quantités a , h ^ e , J 
iÇ[ui , par les diverses permutations qu'on y peut faire des lettres 
Jes unes avee 1rs autres» n'est susceptible que de trois formel 
différentes s.eulemeiit; et on aurait pu ëgalemetit parvenir an but 
en eoip^yaitt des -fonciions de la forme (a+^X^+'^J ^'" jouissent 
de. la même propriété. 

Le problème géaéral de la résolution des équations de tous les 
lAegtés tiendrait donc', d'après cel» , îi trouver, pour chaque degré 
JB/ ÙQe'foncUon non sybiélrlque de m ïelUes à^bt «|...»JtqQÎ» 
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pAr Its âWersét permtitatioiit qu'on y ;potuTait faire de ces lettres 
-«Dtre elles , De prendrait qu'un notobre de formes diiTérentes în- 
ftrteur km-, et il ne parait guàre que ce 'problème soit xposùble , 
lorsque le Dombre m est ,plu« grand que quatre. 



QUESTIONS RESOLUES. 

Xoto wr les deuso problèmes traités aux pages 146 
et 389 du présent volume ,* 

^r M. QuERREif chef d'institution , à St-Mftlo. 



Lie problème d* H. Buboîs-jUmë , dont U. de $t-L«neni « 
rectifié la soJutîon à la page 1^ du présent volume , Avût déjà 
'été l'ohjei des recherches de plusieurs illustres géomètres. On troure 
dans les Himaires -dt Vacadimie -des àeiencêt de Paris, (tour 1783 ; 
sous la date du 16 jauTier, ub mémoire -de Bonguer ^r ce sujet* 
Ce géomètre donne à la courbe dent 3 s'agit U nom de Ligne de 
poursuite ; parce que c'est la courbe que décrirait un vaisseau qui 
en pouTsu'irrait un autre en mouvement , en se dirigeant conatam^ 
ment sur lui.' Prenant pour axe des x celui qu'a choisi M. dtf 
St-Laurem pour ax« des y, et vice versa , nommant nU vliessv 
constante du vaisseau poursuivant , et n celle d« vaùseiu pour-; 
suivi , il parvient à i'éqoation 
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a représentant U même Ji^^ne que «lana le mémoire de M. d< 
St-Lnuienr. 

Si , dan» l'ëqualion de Bouguer on met * pour y el y pour *; 

«t qu'apcès avoir changé m en n* oh muttiplte par — , il viendra 
•u bien 

<o=i{(-:r-!+i!ar-i' ' 

qui eit exactement l'o'qualion (i3) de M. de Si-Laurent (•), ^ 

Mais ' la valeur de s donnée par l'equatioo (lo) , laquelle est 
en gémirai susceptible d'un double signe , nous parait devoir £tre 
prise avec un signe difierent de celui qui a été admis par M. de 
St-Laureot , pour exprimer réelleroeut la roule parcourue par le 
chien depuis son départ ; il faut ^ en effet , qoe s croisse poûti*. 
wetneni & mesure que s devieitl plus petit , ce qui exige qu'on éci ivd--- 

<T)=^.i(7r-i-,-i-.K7r"-i- ■ 

Maopertuis reprit le même problème quelques jours après Boa- 
guer, et en donna uno solution plus courte. Il enseigna de plus 
Je moyen de former l'équation dî/Férenlielle du second ordre de 
la courbe cherchée , lorsque Iç vaisseau poursuivi , au lieu de de- 



(*) Nous sToni néglige de noier , au coBimeDcetnent du mûnoire d« M. de- 
St<Laurent, que -t'equalion de. M. Duboîi-A/iné eit ^ tfl pmnt dëfectuniae 
qu'elle ne Murait £tre rendue, Iioinogéne par aucuJU d^ceiminaiîoii de «• 

3. D* G, 
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tirire.mie ligne droite , décrit une courbe quelconque, toujoun 
d'un mouvement uniforme. Le mémoire de Buuguer renferme 
quelques applications, et fait conaalire , en outre > diverses pro> 
priâtes curieuses de la courbe dont il s'agit. L'auteur prouve , à 
prioHy que-la courbe est rectifîabie , ce qui résulte également de 
l'aoïlife d* M. de Si-Laureot. 

Quant au problème traité \ la page 389 , il se ramène trcs- 
facîlenent à celui-là, au moyen des considérations sui>antes. 

Le plan d'une courbe rapportée à deox axes reclangutaîres étant 
«apposé glisser , d'un moovement rectitigne et uniforme > sur un 
antre plan fise « sur lequel deux axes rectangolaires sont aussi . 
tracés, de^ manière qi;ie les axes des y coïncident constamment, 
.et un. point étant supposé se oMùToir d'un mouTcment uniforme 
■UT la courbe mobile-; si, pour une m$me abscisse s , on rcpré- 
*senle par ^ Tordonnée du point mobile rapporté aux axes fixes, 
par y* l'ordonnée du m^me point rapporté aux axes mobiles ,* par 
■k le nombre de ^ois que la viteHe du plan contint celle du point 
mobHe, «t par « l'arc de courbe parcourn par ce point' depuis 
l'origine des temps, la courbe qu'il aura tracé suc le plan tixt; 
*ura pour équation 

y—issif* an f^y*-^îts ■4'- 

En eiFet , pendant qu« 1è point mobile aura pircourn l'arc s sur 
sa courbe , l'axe des s mobile se aéra avancé parallèfemènt 'à 
lui-même d'une quantité £4 » d'où il réautie qu'il . faudra diminuer 
l'ordonna y de cette même quantité pour relrourer Tautre or-, 
donnée y^* 

Il suit de là que , toutes les fols qne l'arc s sera exprimable es 
fonction de m senlemeiit , en substituant sa valeur ainsi que celle 
de y', dans l'équation ci-dessus ,' on aura' immédiatement l'or- 
■ ^oané* de U courbe^ cbcEchée. Dana ritjpQthàse contraire., <n| 
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pourra , tout an moin» , |>krTenir à l'équatioD différentielle de 

cette Courbe. 

L'application de cette remarque au problème dont- il s'^it eet 
manifeste. Soient , coaume on l'a supposé , k la vitesse du ofaieu', 
g eetle de son maître , et A celle du courant-, et soit-posé , pour 
abréger, g~h=ink. Au Heu de supposer l'eau courante > onpoorra. 
la supposer stagnante , en admettant que le canal et le terraiA- 
sur lequel il est situé sont transportés dans le sens de- sa direclioa 
avec la vitesse h -, sur un plan fixe , et que le mattre marche sur 
ce terrain mouvant avec une vitesse g-^h ou nh:\ de sorte" que- 
le rapport de la vitesse du maître à celle de- sob ctÀen-sera encora 
», comme dans le premier probdime , auquel -se rapporteront aussi 
les circonstances du mouvement du. chien, sur lé plan mobile-,, 
puisque ce.mourement aurai lieu dans une eau-stagaame par rapport. 
\. ce plan. PTous aurons donc ici r^ — } et en outre nous avoi». 
trouvé ci-de«stu.f pour le- premier problème, 

-r!;i[(ir-]-^[<:7r-]h= 

Suh»tîtB«at d*nc ces valeurs, dâna- l'équatiônv 
il viendra 

5111. est exacieffient l'éqnaiiott (i9>du4econd prebtème (*). 

(*} Nom racavoni fc l'iailmi mi tfarail de M. TiiciM , reetenr Iwntfrsirt « ' 
«ormpoaditit' de- l'acad^mia rojalc du acicBCM , dota t'obiet .«•(. i|alnMiii4 
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Addition à la solution donnée à la page. 553 du 
présent volume ; 

Far M. QoERRET , chef d'institution à St-Malo. 



OuELQUES gÀ)mètree poorant objecter, contre la manière dont' 
Dous avons sommé les deux premières suites de la page 353. qu'il 
n'est peut être pas pcrtnis de traiter les lignes trigûDométri^ues 
des aros imaginaires comme celles des arcs réels , nous nous ein-^ 
pressons de remplacer le procédé dont nous avons fait usage ea' 
Mt endroit par uD autre qviî nous parait à ^Lrï de toate objeclieo.^ 

1^* Ffror sommer la suite - 



7; 
BOQs eomidtfreroo» qn«^' 

i+.«-i 3'*'5 7"*"-' 
4'ô&-U aiiit que 



Ai rametm lé second prràlfcme au preouer t >t' f^ tmttApfspmeat reotr^k* 
190 prèa dam ce- qu'on vient de lire. 

Noui lùîroiu catie occasion d'observer qu'à la fin de la S.' ligne de la~p^ aga , • 

Tom.XUI,. " 5S. 
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-t-^tA:^ 



changeant donc , Iout li tour , « en tf^Cos^-{-^~Sin.f) et 
a'fios^—\/'^S\n.s') , on aura , au moyen de notre thcorème gé»é~ 
ral> poiir ja aom^le de la suiie pn>posée , 

OU , ea ejufculaqt les diffe'reo.tiations , 



,<».u biep 

, / a(al— on«d«Sin.« _ . I — j.^. ' 

-• / (t<-«>]>+4arCoi.>x "" ' / /a ^Couct \» 

.=iA«.(T.„6.=if^);, 

i<oioiiie -BOUS l'aviona déjà trouva 
4. Pour lommer Ja «uite' 

^ous considérerons que 



/^ 



y«-*« J ^Ji .3 ^A^ 5 ^a4-S J. 



i.1t «ï , J^5 .«T 



^*où il siiit gtia 
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• èhangeant donc, tour \ tour , a en Cos.s4-\/^S\TUf *i Goijr 
•^^''^Sin.jr , on aura , ao moyen d« notre théorème géocnl , 
ipourla somme delà suite propos<ée, , 






1/ I— Co(.aa:-f y^Sin.a» J 



i/.i "",7^^ (/Sin^-VnCoM+ï/Siaur+V^ÎCw^)!., 



«V t>î«D 



ïOr , soit (/Kn!x=!/ , on aup« 
<>âono 

•donc enfin la somme de la aéiie pfoposée sera 

Arc(Cos.= ^An^)=;Arc(Sii)<=:aSin.«Goi^— 0^ , 
■comme nou -l'avioBS également trourë. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie, 

I. V'N s>>t' <It>6 * daDStoat tétraèdre , l'aire de chacune des faces^ 
est la ioraïuc 'des 'produits des aires des trois autres par les cosinus 
tabulaires des ailles qu'elles font avec celles-U ; ce qui donne cnire- 
les aires des quatre faces d'un tétraèdre et ses six angles triédres. 
quatre* équations entre lesquelles OD peut- élimioer les aiies dec- 
faces > qui n'j entrent que par leurs, rapports. 

lly a donc une relation nécessaire entre les cosinus tabËutairea^ 
des six angles dièdres d'un tétraèdre > et conséquemment- il. doit-, 
aussi exister ane relation entre ces angles euxntntes» 

On propose d'assigaer cett* relation* 

II. Quelle est , atw une surface courbe doDa^ej U-^warb* doati 
la. couibura eit coiwun^ en tou* m$ p«iiiu } 



Bm- tm TBEBitin. jotnim. 
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<ol CORRECTIONS ET ADDITIONS. 

ERRATA 

Four le treizième volume des Annales, 



Jr AGI 6 , [jgne 7 , en renonlant , ^ cbangei lirai Im 6t en <Ia 

Page 7 , ligne i4, après le mol discontinue, lupprimei nue det deux TÏrguha. 

Page 39 , li^e g , en remonUol , — oete courbe ; lixe : celte courbe. 

Pag. iig , en baut, valeur de />, — ■ le* radicaux cube* M doiveiU aSecttr ^w 

Ligne S , — *" j liue : ^ . 
Page i5a , ligne i4 1 "- f -~ J" ! '"" •' ( — J • 
Page 161, ligne 5 » - (7 Y W/«* :( ^ Y . 

- fag» «71 , ligne 5, «prèi le mot lennea, meltci dm virgule. 
Ligne { , en remontant , ^ fut l'*f* ■' fa- 
Ligne 3 , en remonlant , •» Iraniportex ap rbi le mot ai , la rirgula 
qui U précède. 

Page A74 , ligne 8 , ^r„_i0) ; lisex : r,((). 

Ligne 4» '" remontant , — (%{"} i lises : (»(«}. 

Vtffi 376 , ligne a , *- aprc* (7) , placée une virgule. 

Ligne 10 , aw déoominalcur , —~ (n-~i) J lîif* : (n>— i)! . 
LigneS, au dénominateur, — aprèilemoti cit^, placée une fir^nle. 

Page a85 , ligne 8, — aprëi le mot exemple , plscei une virgule. 

Page 387 , lifne 4 ■ aprèa le mot reipectivei , places nne virgule. 

Page sga , ligne 5, >— changez le aecond At en dx. 

Page 3o4 ■ l'goe 5 , en remontant, — ce plan ; litex : le mAme plan. . 

Page 3] 4 , ligne S,enrciDOntwit* T W3^°o.<'>>.'9>>c'»'dej-* ; iiMx.'ai4«A 

ERRATA pour les Tlanckes, 

Flancha IV , en haut , — pag. 333; Uttt : pag. 333— 36i. 

Fîg, 7 , lea parallèlea k FP , partant dea pointa O , M, E , doirent 
tèipeclivemeni porter k leur partie aapëcicure iei Jellrei ïy , W , £'. 
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